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PREFACIO

El presente texto ha sido confeccionado como material de apoyo a los estudiantes de la asignatura
Mecanica de Sélidos, impartida en el Grado en Ingenieria Mecanica de la Universidad Carlos I1I de
Madrid.

Consiste, esencialmente, en una coleccién de ejercicios relacionados con los distintos apartados
que conforman el temario de la asignatura. Para un conjunto seleccionado de ejercicios, se incluye
ademas una pauta de solucién en la que, en muchos casos, se ha procurado complementar el pro-
cedimiento de resolucién con anotaciones o comentarios que vinculan el procedimiento de
solucidn con los correspondientes conceptos tedricos vistos en clases.

Como cabecera de esta coleccion se ha incluido tres secciones especiales: una breve introducciéon
a tensores incluyendo ciertos aspectos de algebra y notacién, una lista de simbolos y un resumen
de las férmulas mas importantes que es necesario emplear en la resolucion de los ejercicios. En el
formulario se ha procurado complementar las expresiones presentadas mediante una serie de
notas tedricas, con el proposito de recordar de manera relativamente sucinta, el origen, alcance y
aplicabilidad de dichas expresiones. Cabe mencionar que estas notas en ningin caso sustituyen
las exposiciones de teoria que se imparten en las clases de Mecanica de Sélidos, ni tampoco a otros
contenidos que pueden encontrarse en libros de texto.

El origen de los ejercicios presentados en esta coleccion se encuentra en los numerosos ejemplos
que se desarrollan en las clases de problemas de “grupo reducido” de la asignatura arriba men-
cionada, y que se han ido renovando con el paso de los afios. En este sentido, los autores agradecen
la colaboracién de los distintos profesores del Departamento de Mecanica de Medios Continuos y
Teoria de Estructuras que han aportado comentarios y sugerencias utiles, asi como ejercicios de
su coleccion personal.
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INTRODUCCION A TENSORES, LISTA DE SIMBOLOS Y
FORMULARIO COMENTADO

1. Introduccion a Tensores

En asignaturas anteriores a Mecanica de Sélidos, tales como Teoria de Elasticidad o Resistencia
de Materiales, se ha tratado con dos cantidades fisicas de naturaleza tensorial de gran importan-
cia: el tensor de tensiones y el tensor de deformaciones. Sobre ellos, se ha explicado que son
tensores simétricos y de segundo orden, cudles son sus caracteristicas principales y el porqué de
su importancia en Mecanica de Sélidos. En la mayoria de los casos se los presenta en su acepcion
de matriz simétrica de tamano 3x3.

Este enfoque, aunque ciertamente util de cara a la resolucion de problemas de interés ingenieril y
poseedor de innegables méritos pedagégicos, suele omitir, sin embargo, la cuestion fundamental
de explicar qué es un tensor 'y porqué los tensores son importantes a la hora de formular las ecua-
ciones de gobierno de los fendmenos fisicos tratados en Mecanica de Sélidos.

Las notas que a continuacién se presentan no pretenden ser un tratado exhaustivo sobre analisis
tensorial ni sobre Algebra Lineal. Unicamente pretenden proponer una explicacién lo mas simpli-
ficada posible a las dos cuestiones antes mencionadas, haciendo hincapié en los aspectos
conceptuales por sobre la operatoria especifica.

Esencialmente, se expondra tres nociones sobre lo que es un tensor, nociones que son comple-
mentarias entre si y que permitiran ilustrar el denominado Principio de Objetividad que debe
siempre tenerse en cuenta a la hora de formular ecuaciones de gobierno.

Nota: en el tratamiento expuesto, todos los sistemas de coordenadas considerados son ortogona-
les, de modo que no es necesario distinguir entre componentes covariantes y contravariantes.
Todos los tensores tratados pueden entenderse, por tanto, como tensores cartesianos.

1.1. Significado intrinseco y componentes en un sistema de referencia

Entre las variables de interés que participan en Mecanica de Sélidos, puede identificarse tres tipos
de cantidades fisicas: cantidades escalares, cantidades vectoriales y cantidades tensoriales.

Cantidades escalares: en forma intuitiva, puede pensarse que una cantidad fisica tiene naturaleza
escalar si ella queda completamente caracterizada por un tnico valor numeérico en el espacio tri-
dimensional, el cual es independiente de la orientacién del sistema de coordenadas en el cual dicha
cantidad sea medida. Ejemplos de tales cantidades son la temperatura, la energia, la densidad, etc.

Cantidades vectoriales: del mismo modo, puede pensarse que una cantidad fisica tiene naturaleza
vectorial si ella queda completamente caracterizada por tres valores numeéricos en el espacio tri-
dimensional. Estos tres valores numéricos se denominan componentes y, a diferencia de lo que
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Cantidades tensoriales: un modo intuitivo de entender las cantidades de naturaleza tensorial es
considerarlas como cantidades fisicas que requieren de un cierto nimero de componentes esca-
lares (ndmero eventualmente mayor que 3) para quedar completamente determinados en un
sistema de referencia. Ejemplos relevantes en Mecanica de S6lidos son el tensor de tensiones y el
de deformaciones, los cuales quedan completamente determinados en el espacio tridimensional
por nueve componentes escalares que estan asociadas a la orientacion de un determinado sistema
de ejes coordenados. Otros tipos de tensores pueden tener un nimero de componentes mayor a
nueve, lo que da origen a la nocién de “orden” de un tensor. Un tensor de orden 2 posee 32=9
componentes mientras que un tensor de orden n posee 3" componentes escalares en el espacio
tridimensional, componentes que, al igual que en el caso de los vectores, estan asociadas a la orien-
tacidn de un determinado sistema de ejes coordenados.

PRIMERA nocién intuitiva del concepto de tensor:

Los tensores son entidades que “generalizan” a los escalares y a los vectores en el sentido de que los
escalares pueden entenderse como tensores de orden n=0 puesto que ellos quedan completamente
determinados por una tnica componente, los vectores pueden entenderse como tensores de orden
n=1 puesto que ellos quedan completamente determinados por 3 componentes escalares, existiendo
también otros “tensores de orden n” que quedan completamente determinados por 3" componentes
escalares.

La dnica diferencia entre los tensores de orden n = 0 y aquellos de ordenn > 1 es que la inica com-
ponente que define a los primeros es independiente de la orientacién del sistema de coordenadas,
mientras que para los segundos, el valor de sus componentes esta asociado a la orientacion de un
determinado sistema de ejes coordenados.

En Mecanica de Sélidos, ademads de los mencionados tensores de tensiones y deformaciones (que
son tensores 22 orden), son relevantes ciertos tensores de 42 orden como por ejemplo el tensor
de rigidez elastica, el tensor de flexibilidad elastica o el tensor identidad, entre otros.

1.1.1. Notas sobre vectores: significado intrinseco, componentes y notacion.

Al tratar con cantidades vectoriales es posible distinguir al objeto o cantidad vectorial en cuestién,
cuyo significado intrinseco es independiente de cualquier sistema de referencia, de las componen-
tes que dicha cantidad vectorial posee en un determinado sistema de coordenadas.

Por ejemplo, si consideramos dos puntos distintos A y B del espacio, puede pensarse en el vector
posicién relativa r de B con respecto de A. Puede considerarse que el significado intrinseco del
vector 1 es el de ser un “segmento rectilineo orientado desde A hacia B”. Como tal, esta definicién
de r no hace referencia a ningun sistema de coordenadas y, en la practica, debe observarse que
ella contiene a los tres elementos que identifican la nocién generalmente aceptada de lo que es un
vector en Fisica: un vector es algo que posee magnitud (en este caso, la distancia entre A y B),
direccion (es un subconjunto de la linea recta que une A y B) y sentido (orientado desde A hacia

B).
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Matriz de componentes de 7 en Oy :
Tx
0

Matriz de componentes de 1 en (Oyyz)’ :

Ty

13;]

0
Magnitud de r:

]l = /r,? rrg= a2 + (1)

= \/ﬁ =T r

r' =

v

Figura 1: el simbolo r (resaltado en negritas) alude al “segmento orientado desde A hacia B”; los simbolos
Ty, Ty ¥ 7 aluden a las componentes de 7 en Oxyz; los simbolos 7y, 7y y 7 aluden a las componentes
deren (Oxyz)’.

Los simbolos r y ' (sin resaltar) aluden a las matrices de componentes de 7 en los dos sistemas
de referencia considerados.

Es frecuente que, una vez escogido un determinado sistema de coordenadas, se utilice una nota-
cion de indices para identificar a las componentes de r en dicho sistema, por ejemplo 7; con
ie{xyz}. Alternativamente y por motivos que se explicara mas adelante, resulta mucho mas con-
veniente identificar a las componentes de  mediante r; donde i representa un indice numérico
que toma sus valores del conjunto i€{1,2,3}. Estos valores han de interpretarse como los ejes 1, 2
0 3, de un determinado sistema de coordenadas cartesianas (ejes ortogonales).

Con esta notacién, puede interpretarse a r; con i€{1,2,3} como la “componente i-ésima” de una
matriz columna de tamafio 3x1. Un vector, por tanto, requiere de un tinico indice para identificar
a sus 3 componentes, las cuales pueden ser “almacenadas” en una matriz columna. Las considera-
ciones anteriores dan origen a tres tipos de notacién que es posible utilizar al tratar con
cantidades fisicas de tipo vectorial:

(a) Notacidn vectorial libre de indices: el simbolo r (resaltado en negritas) hace referencia al
significado intrinseco del vector, con independencia de cualquier sistema de referencia.

(b) Notacidn vectorial indexada: el simbolo r; con i€{1,2,3} hace referencia a las tres compo-
nentes del vector en un sistema de coordenadas determinado.
(c) Notaciéon matricial en componentes: se asocia el simbolo r (no resaltado en negritas) a la
1 1 i iak A | pa | pa |

dal A

1mantmirr ~nliiaaa A A i
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un sistema (Oxyz)’ a partir de sus componentes conocidas en otro sistema Oxyz y de la orientacion
relativa conocida entre ambos sistemas (esta orientacidn es caracterizada por los nueve angulos
entre los ejes de ambos sistemas). Estas leyes de transformacién se describiran mas adelante, en
el apartado 1.5.

Invariantes de un vector: Aunque es evidente que al rotar un sistema de coordenadas, las compo-
nentes de un vector cambian en funcidn de los angulos de rotacion, hay algo que no cambia y esto
es la magnitud del vector, que es una nocién que, como se ha dicho, forma parte del significado
intrinseco de la cantidad vectorial r. Esto se representa también en la Figura 1. Se dice entonces
que la magnitud de un vector es un invariante de r frente a rotacion del sistema de coordenadas
y, mas aun, se constata que dicho invariante posee una interpretacion geométrica de distancia.

Resumen sobre vectores:

e Un vector posee un significado intrinseco, que es independiente del sistema de coordenadas que
se utilice para evaluar sus componentes.

e Laevaluacién de las componentes de un vector, a diferencia de su significado intrinseco, requiere
fijar un determinado sistema de coordenadas cartesianas.

e Un vector tiene tres componentes en el espacio tridimensional, que son entendidas como “pro-
yecciones orientadas” del vector sobre unos ejes coordenados determinados. Estas componentes
pueden ser almacenadas en una matriz de tamafio 3x1 y se requiere, por tanto, un inico indice
para identificar a la componente r: de r en dicha matriz.

e Existen leyes bien definidas que describen cdmo se transforman las componentes de un vector
frente a una rotacion del sistema de coordenadas.

e Aunque las componentes de un vector cambian cuando se rota el sistema de coordenadas, existe
una cantidad - su magnitud - que se mantiene invariante.

1.1.2. Notas sobre tensores: significado intrinseco, componentes y notacion.

Al igual que ocurre con los vectores, al tratar con cantidades tensoriales es necesario distinguir,
en términos de notaciodn, al objeto o cantidad tensorial en cuestion, cuyo significado intrinseco es
independiente de cualquier sistema de referencia, de las componentes que dicha cantidad tenso-
rial posee en un determinado sistema de coordenadas.

En el caso del tensor de tensiones, por ejemplo, esta distincion se realiza asignando el simbolo o
al objeto tensorial “tensor de tensiones” e incluyendo en él a su significado intrinseco, a la vez que
asignando el simbolo g;; a las componentes de 6 en un determinado sistema de coordenadas. En
este ultimo caso, los indices i, j que identifican las componentes toman sus valores del conjunto
{1,2,3}. En ciertas circunstancias, puede utilizarse para los indices i, j simbolos provenientes del
conjunto {x,y,z}, en referencia a la notacién cldsica utilizada para los ejes x, y y z de un sistema de
ejes cartesianos. Aunque util en términos didacticos, este tipo de notacién es menos conveniente
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Aligual que ocurria con los vectores, las consideraciones anteriores permiten establecer tres tipos
de notacién para cantidades fisicas que tienen naturaleza de tensores de 22 orden:

(a) Notacidn tensorial libre de indices: el simbolo o (en negritas) hace referencia al significado
intrinseco del tensor, con independencia de cualquier sistema de referencia.

(b) Notacion tensorial indexada: el simbolo g;; con i, j€{1,2,3} hace referencia a las nueve com-
ponentes de o en un sistema de coordenadas determinado.

(c) Notacion matricial en componentes: se asocia el simbolo o (sin negritas) a la matriz de 3x3
que almacena las componentes de ¢ en un sistema de coordenadas determinado, por ejem-
plo:

011 012 013 Oxx Oxy Oxz
o=|021 022 023| o,eventualmente, o =|0yx Oyy Oy

031 032 033 Ozx Uzy Ozz

En ciertos ejercicios de esta coleccidn, asi como en el subconjunto de soluciones presentadas se
utilizara indistintamente, segin conveniencia, cualquiera de los tres tipos de notacién arriba men-
cionadas para vectores o para tensores de segundo orden.

Notacidén para tensores de orden n: Extrapolando las nociones anteriores, un tensor de orden n
requiere de n indices para identificar sus componentes en un determinado sistema de coordena-
das. Por ejemplo, si D es un tensor de 42 orden, éste tiene 34 = 81 componentes que pueden ser
representadas mediante el simbolo D; jy,; con i,j, k,1€{1,2,3}. Debe observarse entonces que en el
caso de tensores de orden n > 2 se hace relativamente dificil o poco practico el uso de una nota-
ciébn matricial en términos de matrices cuadradas. En el ejemplo anterior, podria pensarse en
almacenar las componentes de D en una “hipermatriz” de tamafio 3x3 en cuyas filas y columnas
identificadas por (k, 1) se almacenan otras submatrices, también de tamafio 3x3, cuyas filas y co-
lumnas se identifican mediante (i, j). Por este motivo, al tratar con tensores de orden superior
suele recurrirse a las notaciones (a) o (b), segiin conveniencia, evitando la notacién matricial (c).

Una excepcion la constituye la denominada notaciéon matricial de Voigt, que es un tipo de nota-
cién matricial que puede aplicarse a ciertos tensores de 22 y de 42 orden y que es de frecuente
aplicacion en Teoria de Elasticidad. Esta notacion particular no sera tratada en este compendio.

Invariantes de un tensor: La discusion presentada mas arriba sobre el concepto de invariante de
un vector puede extrapolarse al caso de los tensores de orden superior: éstos, ademas de poseer
unas componentes que cambian en funcion de la orientacion del sistema de coordenadas, poseen
también un cierto nimero de cantidades numéricas que se mantienen invariantes y a las que
puede atribuirse, al igual que a la magnitud de un vector, una cierta interpretacién geométrica.
Los tensores simétricos y de 22 orden de tensiones y deformaciones, por ejemplo, poseen tres
cantidades invariantes a los cuales puede atribuirse una interpretaciéon geométrica que puede
describirse claramente recurriendo al espacio de Haig-Westergaard (o espacio de las tensiones o
deformaciones principales).

1.2. Convencion de Einstein para indices repetidos

T L | 1 1 z 1 1 1-
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3

. x =a; seentenderd como x = E a;; = aq1 + ayy + ass
i=1

. x; = a;jb; seentenderacomo x; =

j anJ = ailbl + aizbz + ai3b3

e

Jj=1

. a;jbjc; no se entendera como sumatoria. Esta expresion no esta definida.

En los dos primeros ejemplos, el indice repetido se denomina indice mudo. Asi mismo, se deno-
mina fndice libre a cualquier indice que no aparezca repetido y que, por tanto, no implique una
sumatoria. En el caso de los dos primeros ejemplos anteriores, la nociéon de indice mudo y de in-
dice libre se resume en lo siguiente:

3

3
[ X =a;; = a, puestoque Xx = Z Aj; = Aqq + ayp +az3 = z a,r
i=1 r=1

Donde i y r son indices mudos.

3
. X; = a;jbj = aypb, puestoque x; = Z a;jb; = a;j1by + a;zby + ajzbs = Z aipby,

j=1 p=1

Donde i es un indice libre mientras que j y p son indices mudos.

1.3. Operaciones de contraccion y productos contraidos

La operacion de sumatoria que ha de implicarse de la notacién de Einstein a veces se denomina
operacion de contraccidn, puesto que el resultado de la sumatoria contiene un nimero menor
de indices que las variables originales que contenian los indices repetidos.

1.3.1. La operacién “traza”

La operacién de contraccién mas sencilla es la que se encuentra en el primero de los ejemplos
anteriores y se denomina traza. Si a es un tensor de segundo orden y a;; son sus componentes en

cierto sistema de coordenadas, la traza de a es una operacion que asocia a a el escalar a = tr(a),
del siguiente modo:

a = tT(a) =Qa; = aqq + [25Y) + ass3

Si las componentes a;; se organizan dentro de una matriz de componentes, puede entenderse a
tr( ) como a una operacion lineal que asigna a dicha matriz la suma de los elementos de su dia-

gonal.

Fe nncihla farmar nnaracrianac da cantraccidn mAc camnlaine anala traza v anainualuicran a mAc
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1.3.2. Ejemplos de contracciones en las que se utiliza la convencién de Einstein:

En los siguientes ejemplos (E.1) a (E.6) se utilizara, donde sea posible, los tres tipos de notacién
antes descritos para tensores. Se omitira la notacion matricial en componentes cuando ella no sea
aplicable por el orden de las cantidades involucradas en las contracciones.

Sea a un escalare arbitrario a € R.
Sean a, b dos vectores de componentes a; y b; en determinado sistema de referencia.
Sean g, £ y h tensores de segundo orden, de componentes o;; , €; ¥ h;;.

Sean D, E dos tensores de cuarto orden, de componentes D;jy; y Ej jk;-

E.1. Producto escalar (o producto punto) entre dos vectores:

Notacidn tensorial libre de indices: a=a-b cona €ER
Notacidn tensorial indexada: a = a;b; cona €ER
Notacién matricial: a=a"h=bTa=ab; cona€R

Nota: obsérvese que como el resultado es un nimero real, no se requiere indices para la identi-
ficacién de sus componentes. Por tanto, esta operacidon de contraccion ha reducido el
numero de indices desde dos (uno por cada uno de los factores) hasta cero. La razon es
que, debido ala convencion de Einstein, el indice repetido desaparece al expandir la suma-
toria.

E.2. Producto contraido entre un tensor y un vector, que resulta en otro vector:

Notacion tensorial libre de indices: a=o0'b
Notacién tensorial indexada: a; = (6 b); = 0;jb; = 0,b,  (pues el indice repetido es mudo)
Notacion matricial: a=ob

Notas: + obsérvese que como el resultado es un vector, se requiere un solo indice para la identi-
ficacién de sus componentes. Por tanto, esta operacion de contraccion ha reducido el
numero de indices desde los tres que aportaban los factores hasta uno.

+ Por otra parte, debe tenerse presente, en el caso de la notacién matricial, que el pro-
ducto entre matrices no es conmutativo. Sin embargo, si se emplea la notacién
indexada, no hay diferencias entre o;;b; y b;o;;. En efecto:

a; = O'Ub] = O-ilbl + UiZbZ + O'i3b3 = blail + bZO-iZ + b30i3 = b_lo-l_l

.. En notacién indexada, una contraccién simple si es conmutativa.

E.3. Producto contraido entre dos tensores, que resulta en otro tensor:
Notacion tensorial libre de indices: h=0"'¢&
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+ Al igual que en (E.2), debe tenerse presente en el caso de la notaciéon matricial que el
producto entre matrices no es conmutativo. De hecho, si ¢ y € son matrices simétricas,
entonces 6 = hT # h = o¢

+ En cambio, si se emplea la notacion indexada, se tiene que 0;,€,; = &,0;p. En efecto:
hij = Oipepj = 0i1€1j + 0i2€25 + Oi3€3) = €1j011 + €250 + €303 = &0

.. En notacién indexada, una contraccion simple entre tensores si es conmutativa.

E.4. Producto escalar (o interior) entre dos tensores, que resulta en un escalar real:

Notacion tensorial libre de indices: a=0:¢& cona € R

Notacion tensorial indexada: A = 0jj&jj = Opq€pq (pues los indices repetidos son mudos)

Notacién matricial: a=tr(oTe) = tr(oe")

Notas: + Este producto también se conoce como “contraccién doble” entre dos tensores de se-
gundo orden, que resulta en un escalar real.

+ Esta doble contraccién involucra una suma de nueve términos que pueden, a su vez,
factorizarse en seis cuando los factores @ y € son tensores simétricos:

@ = 0;j€j = 011811 + 02282, + 033833 + 2(012812 + 013813 + 0238;3)

E.5. Doble contraccién entre un tensor de 42 orden y uno de 22 orden, que resulta en otro
tensor de 22 orden:

Notacion tensorial libre de indices: o=D:¢
Notacién tensorial indexada: 0ij = (D : &)jj = Dijpi&x
Notacidn matricial: N/A

Nota: Esta doble contraccién produce un resultado con dos indices a partir de dos factores que
incluian un total de seis indices. Es decir, la doble contraccién ha reducido en cuatro el
numero de indices en el resultado a partir del nimero de indices en los factores.

E.6. Producto escalar (o interior) entre dos tensores de 42 orden:

Notacién tensorial libre de indices: a=D:E cona €ER
Notacion tensorial indexada: @ = DjjiiEiji
Notacién matricial: N/A

Nota: Esta contraccién cuddruple produce un resultado escalar (esto es, sin indices) a partir de
dos factores que incluian un total de ocho indices.
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1.4. Observaciones sobre las contracciones de los ejemplos E.1 a E.6

El concepto de contraccién: en general, cada operacidn de contraccién simple reduce en dos el nu-
mero total de indices que tenian inicialmente los factores participantes en el producto contraido,
algo que se deduce directamente de la convencion de indices de Einstein.

Contracciones multiples: si se considera la existencia de tensores de orden superior (que requieren
mas de dos indices para identificar sus componentes), puede también considerarse operaciones
de contraccién maultiple formadas por varias contracciones simples, en las que cada contraccion
simple reduce en dos el nimero de indices en el resultado.

Si se observa el ejemplo (E.1), en el cual « = a - b, puede entenderse al vector @ como a una enti-
dad que es capaz de transformar al vector b (que es un tensor de orden 1) en un escalar a (que es
un tensor de orden 0), pudiendo demostrarse que dicha transformacién basada en una contrac-
cion simple es de tipo lineal (se deja esta demostracion como tarea al lector). Ademas, el orden del
tensor imagen se obtiene del orden de los tensores de partida a y b y del nimero de indices eli-
minados por la operacién de contraccién (que en este caso es 2, dado que se trata de una
contraccion simple). En otras palabras, si al orden del tensor imagen a se suma el nimero de in-
dices eliminados por la contraccién simple y se resta el orden del tensor de partida b se obtiene
0+2-1 =1, lo que ayuda a caracterizar al tensor transformador a como a un tensor de orden 1.

Se dice, entonces, que es posible interpretar a cualquier vector a como a un tensor de orden 1,
puesto que a define una transformacién lineal de vectores en escalares.

Analogamente, si se observa el ejemplo (E.2) en el cual a = o - b, puede entenderse a ¢ como a
una entidad que es capaz de transformar al vector b en el vector a mediante una operacion de
contraccion simple (siendo a y b tensores de orden 1). Puede demostrarse también aqui que dicha
transformacion es de tipo lineal (dejandose esta tarea al lector). Ademas, si al orden del tensor
imagen a se suma el nimero de indices eliminados por la contraccién simple y se resta el orden
del tensor de partida b se obtiene 1+2-1 = 2, lo que ayuda a caracterizar al tensor transformador
o como a un tensor de orden 2.

Se dice, entonces, que es posible interpretar a cualquier tensor ¢ como a un tensor de orden 2,
puesto que g, a través de una operacion de contraccion simple, define una transformacion lineal
de vectores en vectores.

Interpretaciones similares pueden extrapolarse para los ejemplos (E.3) a (E.6), lo que conduce a
la segunda nocion sobre lo que es un tensor:

SEGUNDA nocidn intuitiva del concepto de tensor:

La operacion “producto contraido” permite asimilar a un determinado tensor la nocién de “transfor-
macidén lineal”. Es decir, un tensor no es solamente una entidad que tiene, por una parte, un
significado intrinseco independiente de cualquier sistema de coordenadas y, por otra, un cierto nu-
mero de componentes que caracterizan completamente a dicho tensor en un determinado sistema de
referencia, sino que un tensor puede ser entendido como una entidad que

transforma de manera lineal unos “objetos tensoriales de cierto orden” en otros “objetos tensoria-
les” de orden, eventualmente, distinto.
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enfoque, se entiende a los tensores como a transformaciones lineales que transforman unos obje-
tos pertenecientes a un cierto espacio vectorial (de cierta dimensidon) en otros objetos
pertenecientes a otro espacio vectorial (de dimension, eventualmente, diferente del primero).

En este texto no se profundizara en este enfoque dado que los autores estiman que supera el al-
cance de una asignatura de Mecanica de So6lidos perteneciente a un Grado en Ingenieria. El lector
interesado puede, sin embargo, plantearse las siguientes interrogantes:

+ Si se asocia el significado intrinseco de un tensor al concepto de transformacién lineal y si los
objetos transformados, asi como sus imagenes bajo transformacidn, pertenecen a espacios vec-
toriales de cierta dimension, ;cuales son las bases de dichos espacios vectoriales? ;Cémo se
transforman las bases del dominio en las bases de la imagen bajo transformaciones lineales
basadas en operaciones de contraccion?

+ Ademads, puesto que un producto contraido reduce el nimero de indices necesarios para iden-
tificar a las componentes de un tensor, puede intuirse que las transformaciones basadas en
contracciones solamente pueden transformar unos espacios vectoriales en otros de dimensién
menor o0, alo sumo, igual a la del dominio. Sin embargo, ;puede concebirse otro tipo de produc-
tos - distintos a los productos contraidos - tales que el orden del resultado sea superior al orden
de los factores? Es aqui donde surge las nocidn de “producto diadico” entre tensores o la nociéon
de “diada”.

Para un tratamiento completo sobre estos aspectos se refiere al lector a textos especificos tales
como Malvern (1969), Love (1944) o Brannon (2010)

1.5. Objetividad y Leyes de Transformacion

Se ha indicado que todo tensor de orden n posee 3" componentes en un determinado sistema de
ejes coordenados, las cuales pueden organizarse dentro de una matriz (o “hipermatriz”, segin el
valor de n). Sin embargo, es posible plantear la pregunta inversa:

Dados 37 valores escalares, ;puede decirse siempre que ellos definen un
tensor de orden n=1?

Nétese que esta pregunta no es aplicable al caso particular de los tensores de orden 0, dado que
los escalares son los tinicos tensores en los que no hay distincién entre su significado intrinseco y
sus componentes, puesto que la inica componente que caracteriza a un escalar es, por definicion,
independiente de la orientacion del sistema de referencia.

1.5.1. Definiendo un tensor a partir del modo en que sus componentes se transforman

Para responder a la pregunta arriba formulada, debe recordarse que las componentes de un ten-
sor varian segun la orientacion del sistema de referencia en base a ciertas leyes de transformacion,
las cuales han de permitir expresar las componentes en un sistema de coordenadas nuevo a partir
de las componentes conocidas en un sistema coordenado anterior, que esta rotado con respecto
al sistema nuevo. Estas leyes de transformaciéon no pueden, sin embargo, definirse arbitraria-

mente.
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Para ilustrar este punto, considérese el caso de un vector a: existen varias maneras de escoger
tres valores numéricos que representen de forma univoca la magnitud, direccion y sentido de a.
A través de un ejemplo y de un contraejemplo, se mostrara a continuaciéon que esta eleccidn es
importante, y que guarda relacién con lo que se conoce como Principio de Objetividad (o principio
de Independencia del Marco de Referencia).

Ejemplo:

Si se escoge tres valores a; de modo que ellos tengan las propiedades de que (1.) su valor absoluto
defina el tamafio de las proyecciones orientadas de a sobre los tres ejes del sistema de coordenadas
0123, y de que (2.) su signo defina el sentido de dichas proyecciones orientadas, entonces puede
demostrarse recurriendo a trigonometria elemental, que:

los tres valores a; obtenidos de acuerdo a la expresion siguiente (en la que se usa la con-
vencion de indices repetidos de Einstein):

a; = Rija; (1)

poseen también las propiedades de que (1.) el valor absoluto de a; define el tamaiio de las
proyecciones orientadas de a sobre los tres ejes de un nuevo sistema de coordenadas (0123)’ que
esta rotado con respecto al sistema original O123, y de que (2.) su signo define el sentido de dichas
proyecciones orientadas sobre los ejes del nuevo sistema, siempre y cuando los nueve valores R;;
correspondan al coseno del angulo 6;; comprendido entre el eje i del sistema nuevo (O123)"y el eje

j del sistema original O123. Esto se denota mediante: R;; = cos(@ij).

En otras palabras, la ley transformacidn (1) transfiere el significado de las a; como “proyecciones
sobre ejes” del sistema original a los valores nuevos a;, los cuales siguen pudiendo interpretarse
como “proyecciones sobre ejes”, aunque ahora sobre los ejes del sistema nuevo.

Mas aun, si los tres valores a; se interpretan ahora como “componentes” de a en 0123, puede de-
cirse que la expresion (1) constituye una ley de transformacion de componentes que preserva el
significado de las componentes transformadas.

Nétese que la ley de transformacion (1) esta basada en una operacion de contracciéon simple que
involucra a los valores R;;, valores que pueden ser considerados como las componentes de una

“matriz de rotaciéon” R, que es de tamafio 3x3, en general es no-simétrica y que tiene la siguiente
propiedad: si tanto O123 como (0O123)’ son sistemas de ejes ortogonales y si no hay “escalamiento”
de las medidas de los ejes entre ambos sistemas, entonces:

Rt =RT (se dice que R es una matriz “ortogonal”).
En componentes indexadas, 1a condicidn de ortogonalidad se expresa del siguiente modo:
Ripij = 511 o bien RpiRpj = 511

Donde §;; son, como se vera mas adelante (apartado 1.6), las componentes de la matriz §, que es
la matriz identidad de tamafio 3x3.

Contraejemplo:

Es fundamental observar que el vector arbitrario a podria también representarse en forma uni-
voca mediante tres valores numéricos diferentes de los a; mencionados en el ejemplo, y una
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En el caso de vectores, una respuesta a la pregunta formulada al inicio de este apartado consiste
en “definir” lo que es un vector a partir del modo en que sus componentes se transforman al rotar
el sistema de coordenadas:

“Se dice que tres valores escalares, organizados en una matriz columna de tamafio 3x1, son las
componentes de un vector si el significado de dichos escalares se preserva cuando sobre ellos se
aplica la ley de transformacion (1), que se asociada a una rotacion del sistema de coordenadas
caracterizada por los valores R;;".

Estas consideraciones pueden extrapolarse a tensores de orden superior, lo que conforma la ter-
cera nocion sobre lo que es un tensor:

TERCERA nocién del concepto de tensor:

Un conjunto de 3" valores escalares organizados en una matriz (o hipermatriz, segtn el
valor de n) y que se identifican mediante los n indices iy, iy, ..., i, Son las componentes de
un tensor T de orden n, si ellos se transforman manteniendo su significado mediante la ex-
presidn (2), que consta de n operaciones de contraccién en las que intervienen las
componentes de la matriz de rotaciéon R.

! —_ . . . . cee . . . . .
Tiliz wln — Rl1]1Rlzjz RlnlnTth---Jn (2)

En Mecanica de Sélidos son particularmente relevantes ciertos tensores de 22 y de 42 orden. Para
ellos, laley de transformacion (2) se particulariza considerando que los 32=9 valores escalares g;;
son las componentes del tensor de 22 orden o si ellas se transforman de acuerdo a la expresién
(3), mientras que los 34=81 valores escalares D;j; son las componentes del tensor de 4¢ orden D
si ellas se transforman de acuerdo a la expresion (4).

0ij = RipRjq0pq (3)
Di’jkl = RipquerRlstqrs (4)

En relacion con la ley general de transformacidn de coordenadas bajo rotacion de los ejes coorde-
nados expresada en (2), debe observarse que ella proporciona una forma alternativa de identificar
lo que es el “orden” de un tensor: es el nimero de veces que aparece la matriz de rotacién en la
ley de transformacion, lo cual es consistente, en particular, con el caso de los tensores de orden 0
puesto que para ellos la ley de transformacion es a’ = a, donde no aparece la matriz de rotacion.

1.5.2. Variables de interés, ecuaciones de gobierno y elecciéon de la notacién

En los apartados iniciales de la presente discusién sobre notacion y significado se mencion6 que
en Mecanica de Sélidos intervienen variables escalares, vectoriales o, en general, tensoriales. Di-
chas variables han de relacionarse entre si mediante “ecuaciones de gobierno”, algunas de las
cuales corresponden a leyes fisicas de validez general, mientras que otras corresponden a ecuacio-
nes constitutivas que describen el comportamiento de cada material en particular.
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Siuna determinada ecuacidn de gobierno (sea ésta un principio fisico general o una ecuacién cons-
titutiva) se formula en términos de una relacion matematica entre cantidades de naturaleza
tensorial en la que intervienen productos contraidos (y, eventualmente, productos tensoriales),
ella puede, en consecuencia, ser expresada tanto en notacion tensorial libre de indices como en la
notacion de componentes indexadas.

Expresar una cierta ecuacién de gobierno en notacidn libre de indices tiene la ventaja de que el
significado intrinseco de todas las variables involucradas queda expuesto en forma natural, sin
hacer referencia a ningin sistema de coordenadas en particular. Mas aun, si esta ecuacion de go-
bierno define una dependencia de unas variables con respecto de otras, en la notacién libre de
indices quedan también expuestas, de una forma mas o menos explicita y natural, las tendencias
asociadas a dicha dependencia (dependencia creciente, decreciente, monotonia, etc.)

La desventaja de la notacidn libre de indices es que ella no permite, en si misma, realizar calculos
practicos en aplicaciones reales de ingenieria. La realizacidn de calculos practicos requiere fijar
un cierto sistema de referencia y realizar los calculos requeridos operando sobre los valores con-
cretos que tienen las componentes de los tensores involucrados en la ecuacién de gobierno con la
que se esté tratando. Para esto, es ineludible expresar la ecuacién de gobierno en la notacion de
componentes indexadas.

1.5.3. Principio de Objetividad

Es de importancia fundamental que al usar la notacion indexada, las ecuaciones de gobierno estén
planteadas en una forma que sea “invariante” frente a una rotacién del sistema de coordenadas y
esto es, precisamente, lo que se conoce como Principio de Objetividad o principio de Independencia
del Marco de Referencia.

En la practica, esto implica que si dos cantidades fisicas se relacionan entre si en un cierto sistema
de referencia mediante, por ejemplo, una ley de proporcionalidad, entonces deben relacionarse
también mediante una ley de proporcionalidad en cualquier sistema de coordenadas que esté ro-
tado con respecto al sistema considerado originalmente.

Dos ejemplos son los siguientes:

e Segunda Ley de Newton para una particula: “La fuerza neta efectuada sobre una particula
es proporcional a la aceleraciéon experimentada por la misma”. Esta es una ley fisica general
que puede expresarse tanto en notacion tensorial libre de indices como en notacién tensorial
indexada, en cuyo caso ha de satisfacerse el Principio de Objetividad.

a) Segunda ley de Newton en notacién tensorial libre de indices: f = ma

b) Segunda ley de Newton en notacién indexada:

Sean f; y f; son las componentes del vector fuerza, respectivamente, en los sistemas de re-
ferencia O123 y (O123)’ rotados entre si; sean a; y a; las componentes de la aceleracion y sean
my m’la masa de la particula. El Principio de Objetividad en este caso indica que la segunda
Ley de Newton debe expresarse de la misma manera en ambos sistemas de coordenadas (es
decir, mediante la misma ley de proporcionalidad). Explicitamente:

f: =ma.: enQuao mientras aue £ =m'a' = ma’ en (0:22)
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calor y que puede expresarse - como antes - tanto en notacion libre de indices como en nota-
cion indexada, en cuyo caso ha de satisfacerse el Principio de Objetividad.

a) Ley de Fourier en notacion tensorial libre de indices: q = —kVT

b) Ley de Fourier en notacién indexada:

Sean q; y q; son las componentes del vector flujo de calor en un punto de un sélido de con-
ductividad térmica k y k', respectivamente, en los sistemas de referencia O123 y (O123)’; sean
VT; y VT; las componentes del vector gradiente de temperatura evaluadas en ambos siste-
mas.

Principio de Objetividad:
q; = —kVT; enOi23 mientras que q; = —k'VT} = —kVT; en (0123)

donde se ha usado el hecho de que, como en este modelo constitutivo la conductividad es
un escalar, no depende del sistema de referencia (es decir, k' = k).

Los dos ejemplos anteriores son casos particulares de ecuaciones de gobierno que relacionan dos
vectores, por ejemplo a y b, a través de una constante de proporcionalidad escalar, de modo que
en notacion tensorial libre de indices dicha relacién se expresa como a = ab.

Cuando esta ecuacidn de gobierno genérica fue expresada en componentes indexadas en ambos
sistemas de referencia en acuerdo al Principio de Objetividad, no se hizo ninguna referencia a la
ley de transformacién que transforma las componentes a; en a; ni a las b; en b;. Es evidente, sin
embargo, que no cualquier ley de transformacién de componentes es capaz de preservar el nece-
sario Principio de Objetividad. Es pertinente plantear, entonces, la pregunta de si la ley de
transformacion (1) posee, precisamente, la propiedad de preservar este principio.

Para responder a esta pregunta, considérese la expresion de esta ecuacion de gobierno en nota-
cion indexada en el sistema O123:

a; = abl- (5)

Si la expresion (5) es pre-multiplicada a ambos lados por R,; se obtiene la expresion (6), donde
se ha considerado que a es un escalar y aparece, por tanto, como factor comun:

Ryia; = Ryi(ab;) = aRy;b; (6)

Si se considera ahora la ley de transformacion (1), entonces es natural reconocer en la expresion
(6) a las componentes transformadas a, = Rp;a; y b, = Rp;b;. Con este cambio de variables, la

expresion (6) se puede reescribir como a;, = ab,. Dado que en esta dltima el indice p es un indice

libre, puede sustituirse p por i para obtener (7), en la que se ha usado el hecho de que a es escalar
(es decir, a = a).

a; = ab; = a'b] (7N

Fcoctna1ilHima avnraciAn ac nracicamanta la acniacidn da aohiarna accovita ahara an al cictama (O AL
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En el caso de una ecuacién de gobierno del tipo a; = ab;, el Principio de Objetividad queda
automaticamente garantizado si para las componentes de los vectores involucrados se uti-
liza el sentido de “proyeccién orientada” en conjunto con la ley de transformacién (1).

Estas consideraciones pueden extrapolarse a otras ecuaciones de gobierno mas sofisticadas en las
que intervengan no solamente tensores de orden superior sino también multiplicidad de opera-
ciones de contraccidn (y, eventualmente incluso, de productos tensoriales o diddicos).

Supongamos ahora que una determinada ecuacién de gobierno relaciona entre si a dos vectores,
por ejemplo a y b, a través de una relacion de proporcionalidad, de modo tal que el factor de pro-
porcionalidad entre ambos vectores es una cierta cantidad fisica, por ejemplo &, que requiere dos
indices para identificar sus componentes. En otras palabras, esta ecuacién de gobierno tiene la
estructura definida por @ = & - b en notacion libre de indices (y podemos observar que esta es-
tructura encaja con el ejemplo E.2 del apartado 1.3 sobre productos contraidos).

En notacién indexada, una ecuaciéon de gobierno como la anterior se escribe segtin indica la ex-
presion (8) en el sistema de coordenadas O123.

a; = oyjb; (8)

Si esto es asi, es razonable esperar, en virtud del Principio de Objetividad, que esta ecuacion de
gobierno se exprese seglin (9) en el sistema (0123)’.
a; = oj;bj 9)

Puesto que se ha supuesto por hip6tesis que a y b son vectores, sus componentes se transforman
de acuerdo a (1). Por otra parte, sobre & so6lo se ha especificado que es una cierta cantidad fisica
sin asumir, a priori, que posee el caracter de un tensor de orden 2 y que sus componentes se trans-
forman, por tanto, de acuerdo a (3). Sin embargo, en estas condiciones y en completa analogia con
lo que ocurrio6 antes para leyes del tipo a = ab, puede demostrarse que para una ecuacién de go-
bierno del tipo a = & - b, el Principio de Objetividad se satisface en forma automatica si las
componentes de ¢ se transforman de acuerdo a la expresion (3) o, lo que es lo mismo, si la canti-
dad fisica o es, en efecto, un tensor de 22 orden. La demostracion se deja como ejercicio.

El hecho de que sea posible obtener (9) a partir de (8) en conjunto con las transformaciones (1) y
(3), ejemplifica nuevamente la ventaja de establecer ecuaciones de gobierno en un lenguaje que
recurre a variables tensoriales y operaciones de contraccion.

Existen varios casos en Mecanica de S6lidos en los que una ecuacién de gobierno posee la estruc-
tura a =0-b y el ejemplo mas relevante es, posiblemente, el del tensor de tensiones que
relaciona un vector unitario n que es perpendicular a un cierto plano con otro vector - el vector
tension £ o vector de “tracciones” - que posee dos componentes intrinsecas, una perpendicular y
otra paralela al plano definido por n. La forma de esta ecuacién de gobierno es, precisamente, t =
o-n

Considérese por ultimo, el caso de una ecuacion de gobierno del tipo 6 = D : €, en la que se rela-
ciona a dos tensores de segundo orden a través de una relacién de proporcionalidad, de modo tal
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Puesto que se ha supuesto por hipdtesis que o y € son tensores de 22 orden, sus componentes se
transforman de acuerdo a (3). En estas condiciones, puede demostrarse que el Principio de Obje-
tividad se satisface en forma automatica si las componentes de D se transforman de acuerdo a la
expresion (4); esto es, que el factor de proporcionalidad D sea, en efecto, un tensor de 42 orden y
que los 81 escalares D;jy; (o bien Di']-kl) sean, efectivamente, las componentes de dicho tensor en

0123 (O bien, en (0123)' )

Un ejemplo candnico en Mecanica de Sélidos de una ecuacién de gobierno del tipo 6 = D : € lo
constituye la ecuaciéon constitutiva de los materiales elasticos y lineales. En este caso, g y € son,
respectivamente, los tensores de tensiones y deformaciones, mientras que D es el denominado
“tensor de rigidez elastica” del material, cuyas componentes contienen informacidn sobre las pro-
piedades eldsticas del material (por ejemplo, el médulo de Young y el coeficiente de Poisson, en el
caso de que el material sea is6tropo).

En relaciéon a los ejemplos de productos contraidos (E.1) a (E.6), puede observarse que existen
muchos casos de ecuaciones de gobierno relevantes en Mecanica de Sélidos que se ajustan en su
estructura formal a alguna de las formas contenidas en estos ejemplos. En todos estos casos (aun-
que también en otros que no estan contenidos en las formas E.1 a E.6), la ventaja del uso de
variables tensoriales definidas a partir del modo en que se rotan sus componentes es ahora evi-
dente.

Resumen sobre Tensores:

e Un tensor de orden n es una entidad que tiene un sentido fisico intrinseco, asi como un
numero 3" de componentes que dependen de la orientacién de un determinado sistema
de coordenadas.

e Un tensor de orden n puede ser asimilado a una transformacion lineal. Como tal, trans-
forma elementos de un espacio vectorial de cierta dimensiéon en elementos de otro
espacio vectorial de dimension eventualmente diferente.

e Sibien todo tensor de orden n posee 3" componentes escalares que pueden ser organiza-
das en una matriz (o hipermatriz), no es cierto que todo conjunto de 37 valores escalares
almacenados en una matriz o hipermatriz contiene a las componentes de un tensor.

o 3nvalores escalares son las componentes de un tensor de orden n si ellos se transforman
de acuerdo a la expresidn (2) cuando se rota el sistema de coordenadas.

o El uso de variables tensoriales en la formulacién de ecuaciones de gobierno es ventajosa
pues ayuda (aunque no garantiza) a que se satisfaga el Principio de Objetividad.
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1.6. Tensores de 22y 42 orden relevantes en Mecanica de Sdlidos

1.6.1. Tensor identidad de 22 orden.

Se define como “tensor identidad de 22 orden” al tensor § que, mediante una operacién de contrac-
cion simple, transforma un vector en si mismo (o bien, transforma un tensor de 22 orden en si
mismo).

Las componentes de & coinciden con el simbolo denominado “Delta de Krénecker” y su valor es:

1 sii=j
Sij =
0 sii#j
1 0 O
En notacién matricial, el tensor & corresponde a la matriz identidad: § = |0 1 0
0 0 1

Si vy @ son respectivamente un vector y un tensor de 22 orden, entonces las mencionadas trans-
formaciones idénticas se escriben como:

Notacion tensorial: wv=6-v ; g=26:o0.
Notacion indexada:  v; = §;;v; ; 0ij = Gip0pj
Notacion matricial: v = 6v ; =080 =06

1.6.2. Traspuesta de un tensor de 22 orden. Tensor traspositor.

Si a es un tensor de 22 orden de componentes a;; en un sistema coordenado. Se denota como a’
al tensor “traspuesto de a”, cuyas componentes son al-Tj = aj;.

Es evidente que la operacion de trasposicion es una operacion lineal; es decir, se cumple que
(aa + Bb)T = aa” + BbT. Si esto es asi, debe existir un tensor de 42 orden que transforme un
tensor de 22 orden en su traspuesto. En efecto, dicho tensor traspositor existe, se denota por I"
y sus componentes son Iitjrkl = 6;0jk-

Notaciéon tensorial: af =I":a

Notacién indexada:  af; = Iff a, = 8y8ja, = aj;

1.6.3. Tensores simétricos de 22 orden:

Se dice que un tensor de 22 orden es simétrico si:

T

a =a (:)aij=ajl- = a =a

1.6.4. Tensores anti-simétricos de 22 orden:
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1.6.5. Parte simétrica de un tensor arbitrario de 22 orden:

Si a es un tensor de segundo orden, posiblemente no-simétrico, se dice que la “parte simétrica de
a’ es el tensor simétrico de 22 orden ag, que se denota como ag; = sym(a) y que se obtiene como:

. . 1
Notacion tensorial:  ag; = sym(a) = 5{ a+a'}
o 1
Notacién indexada:  (ay);; = E{ a;j + aﬁ}

Propiedad: Si @ es un tensor simétrico de 22 orden, entonces ¢ = sym(o)

1.6.6. Parte antisimétrica de un tensor arbitrario de 22 orden:

Si a es un tensor de segundo orden, posiblemente no-simétrico, se dice que la “parte antisimétrica
de a” es el tensor antisimétrico de 22 orden a,, que se denota como a, = skew(a) y que se ob-
tiene como:

L . 1
Notacién tensorial:  a, = skew(a) = E{ a—a’ }
i6n indexada: 1
Notacién indexada:  (ag);; = E{ a;j — aﬁ}
Propiedad: Si b es un tensor antisimétrico de 22 orden, entonces b = skew(b)

Nota: el término “skew” en la transformacién skew( ) proviene de la denominacién inglesa
“skew-symmetric”.

1.6.7. Componentes hidrostatica y desviadora de un tensor simétrico de 22 orden

Todo tensor simétrico de 22 orden a puede descomponerse aditivamente en una componente hi-
drostdtica a™ y una componente desviadora a del siguiente modo:

Notacién tensorial: a = a®* + a4
Notacion indexada:  a;; = af} + a?j

. ogh =1 . n_1
Donde: a® = gtr(a) 6 ; sus componentes son  a;; = gakkdij

d _ 1 . d _ 1
a® =a-— gtr(a) 8 ;suscomponentesson aj; = a;j — gakk&j

1.6.8. Tensores isétropos.

Se dice que un tensor T de orden n es isétropo si sus componentes permanecen invariantes frente
a cualquier cambio en la orientacion del sistema de referencia. En otras palabras, recordando que
un tensor de orden n se transforma de acuerdo a (2), entonces

1QH ! fd PR . . eee P PR . fd PR .
Tes ISOtI‘OpO A Tiliz---in - Rl1J1RlzJ2 RannTth---]n Tl1lz---ln VR ortogonal

Un tensor isétropo es, entonces, un tipo particular de tensor cuyas componentes son indepen-
dientes de la orientacion del sistema de coordenadas en el que ellas sean medidas.
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1.6.10. Tensores isétropos de 22 orden

Un tensor de 22 orden a es isdtropo si existe un escalar a € R tal que:

1 0 0 a 0 O
0 1 0[=]0 a O

0 0 1 0 0 «a

a=ab = a;j = ady; = a=a

1.6.11. Tensor identidad de 42 orden para tensores simétricos:

La transformacion sym( ) que se defini6 en el apartado 1.6.5 es claramente una transformacion
lineal. Si esto es asi, debe existir un tensor de 42 orden que transforme un tensor de 22 orden en
su “parte simétrica”. En efecto, este tensor existe, se denota mediante el simbolo 14 y Se mos-
trara a continuacion cdmo puede construirse tal tensor:

i. Considérese el tensor de 42 orden I, cuyas componentes son I;j,; = §;;6j;. Si @ es un tensor de
22 orden arbitrario (posiblemente no-simétrico), entonces el tensor I verifica lo siguiente:

Notacion tensorial: a=1I1:a
Notacién indexada: aij = liji Qg = Sucbjy agy

Debe observarse que I transforma un tensor de 22 orden arbitrario en si mismo.

ii. Si se considera ahora la semisuma de I con el tensor traspositor I'" definido anteriormente en
el apartado 1.6.2, se observa que su efecto sobre un tensor arbitrario de 22 orden es el si-
guiente:

1 1 1
E{I+I"} : azi{l ca+ 1" : a} =E{a+aT} = sym(a)
Donde se ha utilizado la propiedad distributiva de la doble contraccion.

Es evidente que la semi-suma mencionada en (ii.) es, precisamente, un tensor de 4° orden que
transforma a un tensor de 22 orden en su parte simétrica. Tiene sentido, por tanto, definir 149

como:

Notacién tensorial: 149 = %{ I1+17}

Notacién indexada: Il.(f,fl) = %{ 861 + 66 }
Observacion:

En principio, podria utilizarse al tensor I como “tensor identidad” para tensores arbitrarios
de 22 orden (tanto simétricos como no-simétricos). Sin embargo, esta eleccién presenta cier-
tas dificultades en el caso de tensores simétricos de 22 orden. dificultades aue estin
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Resumen de las propiedades de 14%):

e Como todo tensor de 42 orden, I*9) transforma linealmente tensores de 22 orden en tensores
de 22 orden bajo una operacién de doble contraccidn.

e Si a es un tensor simétrico de 22 orden, de modo que a;; = aj;, entonces 149 : q = a, propie-
dad que caracteriza a I*%) como a un “tensor identidad para tensores simétricos”.

e Siaesun tensor no-simétrico de 2° orden, de modo que a;; # aj;;, entonces es sencillo demos-
trar que I :a = sym(a) # a, propiedad que caracteriza a I*9 como un “tensor
simetrizante”.

e Las dos propiedades anteriores impiden atribuir a I#$) el caracter de un “tensor identidad”
general, valido para tensores de 22 orden arbitrarios (posiblemente no-simétricos); I#®)sélo
opera como tensor identidad para tensores simétricos.

1.6.12. Proyector hidrostatico de 42 orden

En relacién con la descomposicién aditiva presentada en 1.6.7, puede observarse que la operacién
que transforma a un tensor en su componente hidrostatica es una operacion lineal; por lo tanto,
debe existir un tensor de 42 orden asociado a dicha transformacion. En efecto, dicho tensor existe,

1
se denota J y sus componentes son J;jx; = §5ij5kl

Este tensor se denomina “proyector hidrostdtico de 4° orden” y su efecto sobre un tensor simé-
trico de 22 orden a, mediante doble contraccidn es el siguiente:

Notacién tensorial: a®=J:a

cs 1 1
Notacion indexada: ag- = ]l‘jklakl = §6ij8kl Apr = Eé‘ij(akk)

1.6.13. Provector desviador de 42 orden

En analogia con lo expresado en 1.6.12, existe un tensor de 42 orden que transforma tensores
simétricos de 22 orden en su componente desviadora. Dicho tensor se denota K y se define como
K=1%9 ]

Este tensor se denomina “proyector desviador de 42 orden” y su efecto mediante doble contrac-
cién sobre un tensor simétrico de 22 orden a, es el siguiente:

Notacién tensorial: a?=K:a={I*)—]}:a

soo s . d _ |1 1 _ 1
Notacion indexada:  a;; = Kjjpap = [E{ 8ikbj1 + 61 djx } - 300k ] A = ajj — Edij(akk)

1.6.14. Seis propiedades de los proyectores hidrostatico y desviador
JJK=K:]J=0 J:J=]

| S /4 1 24 L
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1.6.15. Una descomposicién aditiva para 1)

De las definiciones presentadas en 1.6.12 y en 1.6.13, es evidente que:

149 =j+ K

1.6.16. Tensores isotropos de 42 orden

Consideremos los tensores de 42 orden I, I'" y J, cuyas componentes fueron definidas en aparta-
dos anteriores 1.6.11, 1.6.2 y 1.6.12, respectivamente, y que a continuacidn se recuerdan:

_ . tr _ . _1
Lijii = 661 ; Liji = 6udjk ; Jijie = 366k

Puede demostrarse, recurriendo a las transformaciones definidas en la expresion (4) que estos
tres tensores son tensores isétropos. Esto es:

!

1A !
L = (Lijur) ; g = (I ; Jijit = Uiji) VR ortogonal

Definicién: un tensor de 42 orden D es “isétropo” si existen tres escalares a, b, c € R que
permitan expresar D como una combinacién lineal de I, I'" y J. Esto es:

D = al + bI'" + ¢J

Se presenta a continuacion tres propiedades importantes, que tienen aplicaciones notables en
Elasticidad Lineal e Is6tropa, como se vera mas adelante, en el apartado 3.4.

Propiedad 1:
Un tensor isotropo de 42 orden D es, ademas, un “tensor simetrizante” si y solo si a = b. Es
decir, si los coeficientes de I y I'" estan balanceados:
D=a{l+I"}+c] =2al* +¢J

En este caso, D es un tensor isoétropo que transforma tensores arbitrarios de 22 orden en ten-
sores simétricos de 22 orden.

Propiedad 2:

Considerando lo anterior, asi como la descomposicidn aditiva presentada en el apartado 1.6.15
para I*$) un tensor de 42 orden D es un “tensor isétropo y simetrizante” si y solo si existen dos
escalares a, § € R tales que:

axz
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Propiedad 3:

Sea D es un tensor de 42 orden isétropo y simetrizante y sean a y 8 los escalares que caracte-
rizan la descomposicion aditiva descrita en la Propiedad 2. Entonces, la inversa de D existe si
y solo si a, f # 0, en cuyo caso € = D1 es también un tensor isétropo y simetrizante, que se
calcula como:

1 1
D =a +BK @»D*:E]+EK=C

Donde es directo verificar (usando las propiedades dadas en 1.6.14) que:

C:D=D:C=I"
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2. Lista de Simbolos

o o bien g;;

s o bien s;;

o™ o bien ai’}

e o bien ¢;;

eel y epl

el o bien sihj

@

Eyv
GyK
GSEC

Oy
oy = Hr(e)

oy = F(WP)

Carta (e

: tensor de tensiones, o bien, componentes del tensor en un determinado sistema

de coordenadas.

: tensor de tensiones desviadoras, o bien, componentes de dicho tensor desvia-

dor en un determinado sistema de coordenadas.

: tensor hidrostatico, o bien, componentes de dicho tensor en un determinado

sistema de coordenadas.

: deformacién desviadora (tensor), o bien, componentes de dicho tensor en un

determinado sistema de coordenadas.

: componentes elastica y plastica de la deformacién desviadora (tensores).

: tensor deformacién hidrostatica, o bien, componentes de dicho tensor en un

determinado sistema de coordenadas.

: tension equivalente de von Mises (escalar).

: tension hidrostatica (escalar) asociada al tensor de tensiones o
: presién hidrostatica (escalar) asociada al tensor de tensiones o
: deformacién volumétrica (escalar).

: deformacidn plastica equivalente (escalar).

: definicidn alternativa de deformacion plastica equivalente (escalar, usada en la

Teoria Total de la plasticidad).

: deformacién desviadora equivalente (escalar, usada en la Teoria Total de la

plasticidad).

: constantes elasticas de un material elastico e is6tropo. Médulo de Young y coe-

ficiente de Poisson, respectivamente.

: constantes elasticas alternativas de un material elastico e is6tropo. Médulo de

cortadura y moédulo de compresibilidad, respectivamente.

: modulo de cortadura eldstico y mddulo de cortadura secante.

: limite elastico medido en un ensayo en tensioén (o compresion) uniaxial.
: funcidn de endurecimiento en términos de deformacion (strain hardening).
: forma alternativa de la funcién de endurecimiento en términos de deformacién

(strain hardening); esta forma alternativa se utiliza en la Teoria Total de la plas-
ticidad.

: funcién de endurecimiento en términos de trabajo plastico acumulado (work
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3. Formulario comentado

3.1. Sobre el tensor de tensiones: invariantes y descomposicion aditiva

Todo tensor simétrico de segundo orden, tal como el tensor de tensiones, posee tres invariantes.
Por otra parte, debe observarse que cualquier otra cantidad que se obtenga mediante recombina-
cién algebraica de estos invariantes, sera también un invariante.

El tensor de tensiones, en particular, posee dos familias de invariantes de interés en Mecanica de
Sélidos: una de ellas contiene a los tres invariantes basicos (o invariantes de Cauchy), mientras
que la otra contiene a tres invariantes derivados (que se conocen como invariantes genéricos).

Aunque a todos estos invariantes puede atribuirse una cierta interpretacién geométrica, todos
ellos emanan, de alguna forma, de la ecuacion caracteristica.

e Tensor de tensiones en una referencia genérica:

On Ty Ty
oc=|1, O, T,
| T y Oxn
o Tensor de tensiones referido a las direcciones principales:
(o, 0 0
oc=0 o, O
10 0 oy

donde o, o, y 05 se conocen como tensiones principales y corresponden a las tres solucio-
nes de la ecuacién caracteristica:

0,—0 T, Ty

— 3_ T ~241 1 |=
Ty, O,—0 T, ——[0' -lo +|20'—I3]—O
T, T, 0,—C

Nota: dado que o es un tensor simétrico, sus autovalores son, necesariamente, nimeros

reales. Es decir, 0;,0,,0; €R (la demostracién puede consultarse en textos sobre al-

gebra lineal).

¢ Invariantes de Cauchy deo: (P PO I

Estos invariantes se obtienen de los coeficientes de la ecuacion caracteristica:
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¢ Invariantes Genéricos de o: I, 0L, 1

Se obtienen a partir de los invariantes de Cauchy:

|l=|~1 :tr(a) =0,+0,+0;
IZ:%EZ—TZ :%tr(az)zétr(o]papj) 2%(0'12+622+6§)
I, =%r13_r1r2 +r3 :%tr(as):%tr(aipo-pqaqj) Z%(Gf+o-§+633)

Nétese que el segundo invariante genérico de o es |, >0, mientras que, en principio, no exis-

ten otras restricciones en cuanto al signode 1, e ;.

e Descomposicién aditiva de o en sus componentes hidrostatica v desviadora:

. . h
Desc. aditiva expresada en forma tensorial: o=0 +S
i « ” h —
Desc. aditiva expresada “componente a componente”: oy =0y +S; =0 J; +;

Desc. aditiva expresada en forma matricial:

O 2-xy Ty 100 Sxx Sxy sz
Ty O, T,|=0/0 1 0|+|s, s, s,
T sz 0, 0 01 Sz>< Szy Szz
¢ Tensor desviador en una referencia genérica:
Six S)(y Sy Ow — c Tyy Xz
Sx Sy Sy |T| Tw o,—0 Ty,
Sy Szy S, Tox 7y O, — o
¢ Invariantes Genéricos del tensor desviador “s” : Ji, J,, J3
J,=tr(s)=0
2
1 1 I 1
J, = —tr(sz): —(Sl2 +s2 +832) =1,-+ == (al 0'2)2 +(0'l —0'3)2 +(O'2 0'3)2]
2 2 6 6
1 1
Jo=2tr(s?)=2(sP 42 4s3) =121, 421
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3.2. Sobre el tensor de deformaciones

e Relacidon deformacidon-desplazamiento
El tensor de deformaciones que se considera en esta colecciéon de problemas es, en general, el
denominado tensor de “pequeiias de formaciones” o tensor de “deformaciones infinitesimales”,
cuyas componentes se obtienen del vector de desplazamientos del siguiente modo:

1 aui +auj

E; —Y+—
U 2]ox,  ox,

Esta es la definicidn mas cominmente utilizada en ingenieria mecanica para el tensor de de-
formaciones; sin embargo, no es la Unica definicién posible y su validez esta sujeta a las
siguientes dos restricciones:

(a) Los desplazamientos son pequeiios, de manera que las coordenadas materiales X; son muy
parecidas a las coordenadas espaciales x..

(b) Las componentes del gradiente del campo de desplazamientos, esto es, las cantidades
du,/0X, son “pequefias” en comparacion con la “unidad”.

Como se apreciara en la resolucion de los problemas (2.2) y (2.3), las componentes de la dia-
gonal del tensor de deformaciones proporcionan tres deformaciones nominales (o
ingenieriles) en la direccién de los ejes coordenados x1, xz, xs.

e Invariantes de £

Asi como el tensor de tensiones posee dos familias de invariantes - los invariantes de Cauchy
y los invariantes genéricos - también en el caso del tensor de deformaciones puede identifi-
carse esos mismos invariantes, los cuales pueden calcularse utilizando las mismas férmulas del
apartado anterior, aplicadas a las componentes de &.

¢ PRIMERA descomposicién aditiva de &£: componentes hidrostatica y desviadora.

Desc. aditiva expresada en forma tensorial: e=c'+e

vol
-y . It ” h
Desc. aditiva expresada componente a componente H E:=&: +6. =—— 5 + €.
ij ij ij 3 ij ij

Desc. aditiva expresada en forma matricial:

Exx gxy Ex vol 100 € exy €x
=% o010

Ey €y Ey |=— +le, e, e,

Ex gzy €y, 001 ezx ezy ezz
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¢ SEGUNDA descomposicion aditiva de &: componentes elastica y plastica.

Desc. aditiva expresada en forma tensorial: e=g+ P!

iy « ] el |
Desc. aditiva expresada “componente a componente”: & =&; +&;

e Descomposiciones aditivas combinadas:
A . _ h.el h.pl el pl
Ambas descomposiciones combinadas & =16 & T \& T&

o Hipdtesis aplicable a metales: 8i?'p' =0

Esta hipoétesis es consecuencia de que, por una parte, sélo las solicitaciones mecanicas de na-
turaleza desviadora son capaces de originar deslizamiento de dislocaciones y que, por otra, el
deslizamiento de dislocaciones es un fenémeno que no involucra cambios de volumen.

. < P . . [ [
La consecuencia es que la deformacién plastica es integramente desviadora: 6‘UP = eij’

3.3. Algunas variables equivalentes

Tension equivalente de von Mises (tres expresiones alternativas):

3 1 2 2 2
a=(2ss 5 a=[te-of oo rlo-of] ; a=\E,
Tensidn hidrostatica; presién hidrostatica (escalares):
_ 1 1 1
G=-0,==(0, +0,+0,)==(0,+0,+0,)=—p
3 3 3
Deformacién hidrostatica y deformacion volumétrica (escalares):
1 1
h [
€ = é‘gvo = é(gl & &y )

Deformacién plastica equivalente (o “acumulada”):

dz’ = /%dgij"dgu? ; zP=[dz®

Deformacién plastica equivalente (usada en la Teoria Total de la Plasticidad):

IE ePleP!
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3.4. Elasticidad Lineal e Is6tropa

s E E
Constantes elasticas: K=—/—+— ; GC=——
3(1-2v) 2(1+v)
Expresion general de la Ley de Hooke en términos de componentes tensoriales: (izquierda) ten-
sion en funcidn de la deformacion; (derecha) deformacién en funcién de la tensidn.
1

1
h
O-ij :3K€ij +ZG€” ; 8ij ZS—KO'iJ- +£Sij (1)

La Ley de Hooke puede expandirse componente a componente:

o, U o

&= Ell _E(Gzz +(733) (2.1) ; €12 = Zg (2:4)
o v o

€52 = E22 _E(O_n +033) (2.2) ; €23 = 2(233 (2:5)
o v o

€33 = E33 _E(O-ll +O—22) (2.3) ; €13 = 2(133 (2.6)

Las expresiones (2.1 — 2.3) para las componentes normales de deformacién pueden sumarse para
construir una ecuacidén constitutiva para la deformacién volumétrica:

8voI=i5=_1p (3)
K K

Obsérvese que la expresion (1.izq.) da la tensién en funcién, separadamente, de la componente

hidrostatica y de la componente desviadora de la deformacién. No da, sin embargo, la tensién en

funcién de la deformacién total. Lo mismo puede decirse, en sentido inverso, para la expresiéon

(1.der.). Sin embargo, recurriendo a los tensores de proyeccion hidrostatica y proyeccion desvia-

dora, la Ley de Hooke para materiales elasticos e isétropos (1) puede reescribirse del siguiente

modo:
Tension en funcién de la deformacion:
oc=D:¢ & 0;j = Dijii &l (4.1)
Donde: D = 3K] +2G K (=4 Dijkl = 3K]L'jkl + 2G Kijkl (42)

Deformacién en funcion de la tension:

e=C:0 =4 Sij = Cijkl Okl (51)
Donde: C = %] + %K =4 Cijkl = % ]ijkl + % Kijkl [52)
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3.5. Ecuaciones de Hencky para Elasticidad No-Lineal

El modelo constitutivo para elasticidad is6tropa definido anteriormente mediante la expresion
(1) define una relacion lineal entre tension y deformacién debido a que las propiedades elasticas
K y G son constantes.

Tomando como punto de partida la expresion (1), resulta evidente que es posible construir una
relacion no-lineal entre tension y deformacion si se sustituyen las constantes K y G por otros pa-
rametros que puedan variar durante la solicitacién mecénica. Esto se muestra en la expresion (6),
que es formalmente idéntica a la expresion (1), excepto que en (2) se utilizan K, v G (variables
con la solicitaciéon mecénica) en lugar de K y G (constantes).

1, 1
i = 3K o + G Sjj (6)

h

Observacién 1:

Para que la formulacién de este modelo constitutivo esté completa, debe definirse el modo en que
K. v Ggor varian durante la solicitacién mecanica mediante leyes de evolucion, las cuales deben
proporcionar una dependencia de K, y G, con el estado tenso-deformacional actual. Estas le-
yes de evolucién han de reflejar evidencia empirica. Como minimo, es exigible que K., y Gge S€AN
estrictamente positivos y que, ademas, coincidan con K y G al inicio de la solicitacién mecanica
(en el estado descargado).

Observacién 2:

Este modelo constitutivo para materiales isétropos no sélo es de tipo no-lineal sino que es, ade-
mas, de tipo eldstico en el sentido de que necesariamente la deformacién desaparece si la tensiéon
se anula, sin tener en cuenta la historia de la deformacion.

Observacién 3:

Los parametros variables K. y Gs. reciben el nombre de “propiedades eldsticas secantes”. Esto
es debido al hecho de que ellas permiten relacionar entre si valores instantaneos o actuales de
tensién y deformacion.
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3.6. Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales

Este modelo constitutivo utiliza como base la expresion (6) para elasticidad no-lineal is6tropa,
complementandolo con las siguientes tres hipétesis adicionales que lo hacen aplicable a metales
plasticamente incompresibles, en situaciones en las que no ocurren descargas elasticas interme-
dias durante una solicitacién mecanica:

a) La deformacion volumétrica es, toda ella, de naturaleza elastica. Esto se consigue fijando K.
como una constante igual al médulo de compresibilidad elastico K en todo instante de una so-
licitacién mecanica y asumiendo para la deformacién volumétrica, la ecuacién constitutiva
elastica derivada de la Ley de Hooke:

Vo 1_ -1
Ksec:K ; & IZEG:?p

b) El tensor de deformaciones plasticas & no solamente tiene caracter desviador (es decir,
tr(g P'): 0) sino que, ademas, es proporcional al tensor de tensiones desviadoras (esta es la hi-

potesis de Hencky). El factor de proporcionalidad se denota por ¢ y varia durante una
solicitacién mecanica:

pl _ _abl
Eij —¢Sij =€

c) Se admite una descomposicién aditiva del tensor de deformaciones desviadoras en sus com-
ponentes elastica y plasticae = e® +e”'. Asi mismo, se asume para la componente elastica de
la deformacién desviadora e® la ecuacion constitutiva eldstica derivada de la Ley de Hooke
(ver expresion (1)):

e = % S,

Como consecuencia de las hipétesis b) y ¢) es posible relacionar ¢ y G con el médulo de cortadura

secante G, de la expresién (6). Esto se muestra en la expresion (7):

1 1
e; =€ +ef = (E + ¢j S =¥'S; =55 (7)

Sec

El modelo se completa siguiendo la observacién 1 mencionada en el apartado anterior, definiendo
la dependencia entre G, y el estado tenso-deformacional actual. Esto se realiza adoptando el

criterio de plastificacion de von Mises, en conjunto con una de dos posibles descripciones del pro-
ceso de endurecimiento del material: la funciéon Hr, o bien, la funcion H.

e Modulo de cortadura secante en términos de la funcién de endurecimiento Hr:

g 5 -1
- =y donde 1//:§32§ e_ :§HT (Q) ®
2GgFC 2 q 2 HT(e) 2 q
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Finalmente, la formulacién completa de la Teoria de la Plasticidad en Deformaciones Totales
se obtiene combinando la expresion (6) para elasticidad no-lineal con la hipétesis (a) para el moé-
dulo de compresibilidad y con las leyes de evolucion (8) o (9) para el médulo de cortadura secante.
Esto se muestra a continuacion en las expresiones (10) y (11) que son, como se ha dicho, equiva-
lentes entre si:

e Teoria Total de la Plasticidad en términos de la funcién de endurecimiento Hr:

h, 1 1,
o =3K¢9ij +;eij ; & :3—Ko'ij +y's; (10)
e a -1
Donde w=——=> e_ :EHT (Q)
2 H; (e) 2 q
e Teoria Total de la Plasticidad en términos de la funcién de endurecimiento H:
h 1 N 1 h 1
oy =3Ke +(£+¢j € ; £ =3 00t £+¢ S; (11)
o P =P -1
Donde ¢:§8L:§ 8T_ :E H (Q)
29 2HE) 2 g
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3.7. Teoria Incremental de la Plasticidad

La ecuacidn constitutiva incremental (ECI) se explicitard a continuacién en una forma que es util
para solicitaciones mecanicas controladas en tensién. Es decir, dado un estado conocido de ten-
siones y deformaciones y dada una variacidn prescrita en el tensor de tensiones, la ECI permitira
calcular el correspondiente incremento en el tensor de deformaciones.

Se omitirg, en cambio, la forma inversa de la ECI, que permite calcular la variacién de la tension
asociada a una variacién prescrita en el tensor de deformacion. La razén de esta omision es que
esta forma inversa, aunque de gran importancia en términos de aplicaciones de ingenieria, es al-
gebraicamente mas complicada, escapando del alcance de la asignatura de Mecanica de Sélidos la
correspondiente formulacién del tensor de rigidez tangente del material elasto-plastico.

Las hipétesis consideradas en la formulacién de la ECI son las siguientes: (a) elasticidad lineal e
isétropa, (b) ecuaciones empiricas de Prandtl y Reuss para la deformacidn plastica y (c) criterio
de plastificaciéon de von Mises con endurecimiento is6tropo, tanto en la hipotesis de “strain har-
dening” como de “work hardening”.

ECI expresada en términos de diferenciales infinitesimales:

1 3 dqg o —1 -

deij szsij +EWS” ; de Iz?dp donde q:O'Y = H(Sp) [12)
1 3 dg v —1

deij =Edsij EqZF'sij ; de I=?dp donde q:O'Y:F(\Np) (13)

Forma aproximada de la ECI usando diferencias finitas en lugar de diferenciales infinitesimales:
1 3 Aq vo —1 -

Aeij =~ EASU- + EWS” ; Ag = ?Ap donde q= oy = H (5 p) (14)
1 3 Aq o —1

Aeij %EASU +§Wsij ; Ag I=?Ap donde qZUY:F(VVp) (15)

Observacion sobre la forma aproximada de la ECI presentada en (14) y (15):

De considerarse que, en general, una metodologia rigurosa debe obtener incrementos finitos de
una variable mediante integracion de incrementos diferenciales de dicha variable. En el caso que
nos ocupa, esto se escribe del siguiente modo:

Agy = Ag) + Aey = [de; = [def + [ de; = [de] + [ def' + [ de}! (16)

En el caso de la componente hidrostdtica del tensor incremento de deformaciones en (16), la in-
tegral puede resolverse en forma exacta al considerar que, en metales, todo cambio de volumen
es elastico y, por tanto obedece a la Ley de Hooke dada en la expresion (3) del apartado 3.4. Asi
mismo, también el incremento en la deformacion desviadora eldstica puede calcularse recurriendo
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Aef'=[def'=[>—"_dq  obien  Ae'=[def'= j (17.2)

B I 2q H ' 92 F'
Si se considera que los integrales anteriores comprenden limites de integracion entre dos estados
(un estado a “inicial” y un estado b “final”), las formas aproximadas dadas anteriormente en (14)

y en (15) estan basadas en una integracién numérica del siguiente tipo:

Supéngase que la variacion de una variable y entre dos estados se obtiene por integracion de una
funcion f; en este caso, la integracion exacta de fpuede aproximarse por una evaluacién de la fun-
cién en algun punto conveniente de su dominio, ponderada por la longitud del intervalo de
integracion. Esto se muestra en la expresién (18).

b b
Ay|: = Idy = I f(x)dx ~ f(£)Ax donde Ax=b-a ydonde & <|a,b] (18)

En este esquema de aproximacion, es necesario tomar una decision sobre el valor & e [a, b] en el
que es evaluada la funcién f. Si la funcién es evaluada en & = a (esto es, al principio del intervalo),
se habla de un esquema de integracién explicita, mientras que si la funcion es evaluadaen £ =b
se habla de un esquema de integracién implicito.

Es evidente que la calidad de la aproximacion definida en (18) mejora cuanto mas pequefia sea la

longitud del intervalo de integraciéon Ax. Por otro lado, debe decirse que s6lo en determinados
casos puede encontrarse un valor éptimo para £ en términos de precision y eficiencia de la inte-

gracion numérica.

Cuando se traslada estas observaciones a la ECI en la version integrada de las ecuaciones (17.2),
la aproximacién (18) queda en la forma (19), donde es necesario tomar una decisién sobre si eva-
luar las variables instantaneas S;; , 'y H'al inicio, o bien, al final del intervalo de integracion; esto

es, realizar una integracion explicita o implicita de las componentes desviadoras de la ECIL.

S. S.
Aef! = [ def! = quH'ququ’Aq obien Aef! = [de' = ngl;:’dngqzllj:'

AQq (19)

Es esta forma (19), que esta basada en el método de integraciéon aproximada (18), la que justifica
las aproximaciones antes presentadas en (14) y (15).

En la mayoria de los problemas de esta coleccion en los que se usa la Teorfa Incremental es mas
conveniente, por motivos de sencillez aritmética, realizar la integracién en forma explicita eva-
luando las variables instantaneas al principio del intervalo de integracion. La forma implicita de
integracion es posible, aunque requiere aproximacidon por iteraciones sucesivas.
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3.8. Sobre Lineas de Deslizamiento
Ecuaciones de Hencky:

p + 2ke = cte alo largo de lineas o
p—2kp=cte alo largo de lineas f8
En forma equivalente:

Pg = Pa— 2k(¢B - goA) paralineas o
Ps = Pa+ 2k((pB —qu) para lineas f
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3.9. Algunas Transformadas de Laplace

Funcién del tiempo

@ =L f(s)]

Transformada de f

f(s)=LIf®)]

Escaldn unitario f(t) =H(t) f(s) = 1
s
Escaldn unitario despla- _ — e ™
zado f@® =HE-1) fls)= s
Dirac f@) =46(t) f(s)=1
Dirac desplazada f@)=6(t—-1) j_f(s) =e "
Funcién identidad _ TN 1
(polinomio lineal) f(t) =t f(S) - 5_2
.. . n _ n!
Funcién potencial f)=t f(s) = s
n
. . — akk!
Polinomio de grado n () = ag + at + -+ a,t" F(s) = Z ks
=°
S = si ()=
eno f(@®) = sin(wt) f(s) Tt ol
C = r -
oseno f(t) = cos(wt) f(s) 1 a?
Evolucién exponencial _ —at Trey
(es decaimiento para a>0) f(t) =€ f(s) B (0( + S)
Evolucion exponencial 1—e Fle) —
(es crecimiento para a>0) f(t) = f(s) B s(a+s)
Funcién con envolvente f@®) =g(t)e™ f(s)=g(s—a)
Funcion con “escala de — 1_/s
tempo? f@© = glat) F&)=-73()
Funcién desplazada en el _ _ N —as—
oo f® = g(t—a) f(s) = e~ g(s)
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3.10. Sobre Modelos Viscoelasticos Generalizados e Integrales Heredi-
tarias

En el caso de modelos viscoelasticos constituidos por combinaciones serie/paralelo de elementos
tipo muelle lineal y tipo amortiguador lineal, el vinculo entre la funcién de fluencia y el médulo de
relajacion es el siguiente:

OMORE

En el caso de solicitaciones mecanicas variables en el tiempo, la ecuacion constitutiva debe ser
integrada del modo que se indica a continuacion:

Para solicitaciones controladas en tension:

t

d
£(t) = 0(0) J(O) + f 20 e = ¢y de’
dt t’
0
¢
A d] !
£(t) = () J(0) + f s L
dtle_yr
0
Para solicitaciones controladas en deformacion:
t
de
o(t) = £(0) Y (2) + f v -t dr
dt t’
0
] dy
() = £(t) Y(0) + f e o] ar

0
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TEMA 1 - INTRODUCCION

Parte A.- Ejercicios de repaso de conceptos basicos

Ejercicio 1.1

Deducir las expresiones que relacionan la tensién y deformacién verdaderas con la tension y de-
formacién ingenieriles obtenidas en un ensayo de traccion, suponiendo conservacién de volumen.

Ejercicio 1.2

Considerando dos procesos consecutivos de traccién sobre una pieza prismatica de longitud ini-
cial Lo, demostrar que la deformacién verdadera es aditiva, pero la ingenieril no lo es.

Ejercicio 1.3*

Deducir la expresion que permite obtener el parametro “resistencia a la traccidén” a partir de un
registro de tension verdadera/deformacion verdadera, obtenido de un ensayo de traccién.

Ejercicio 1.4*

Un material tiene una curva tensién-deformacién dada por o= 450¢ 025, Calcular la resistencia a
traccion simple del material.

Parte B.- Problemas basicos sobre Plasticidad uni-di-
mensional

Ejercicio 1.5

La estructura de la figura 1.1 estd compuesta por una barra rigida AD articulada en A y por dos
cables BE y CF de 20 mm2 de seccién transversal. El material del que estan hechos los cables obe-
dece a una ley tensidon-deformacién dada por 6=900&%! (MPa). Se pide calcular el valor maximo
que puede alcanzar la masa M.

Ejercicio 1.6

Una estructura constituida por dos barras articuladas en A, B y C soporta una carga vertical P en
C, tal como se indica en la figura 1.2. Las barras son idénticas de seccidn Ay y el material de las
mismas obedece a una ley tensién-deformacion dada por o=Ken. Encontrar el valor maximo de la
carga P que puede soportar la estructura.
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1m
. D
g 0 o
%
A B C
Im Im Im
Masa: M
Figura 1.1. Estructura asociada al ejercicio 1.5
’ 2H, .
|
Masa: M
Figura 1.2. Estructura asociada al ejercicio 1.6
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Ejercicio 1.7

En la figura 1.3 se muestra una estructura estaticamente indeterminada que consiste en un tubo,
dentro del cual se dispone concéntricamente una barra. En el extremo superior, los dos estan uni-
dos a un empotramiento y el inferior a una placa rigida. Sobre esta placa se aplica una fuerza P
hasta producir una deformacién longitudinal en ambos sélidos de valor €=36¢/E; una vez alcan-
zada esta deformacion, la fuerza se retira.

Tubo: Material 1
/ / E1:E/2 ; A1:15A 5 601:300
%\ Barra: Material 2
E2=E; A2=A; coz=0o

Figura 1.3. Estructura asociada al ejercicio 1.7

Asumiendo que ambos so6lidos estan fabricados por dos materiales distintos cuyo comporta-
miento puede representarse mediante un modelo elastico-perfectamente plastico, se pide:

a) Carga para plastificacion inicial y total
b) Carga parae=3c0/E

c) Deformacion residual conjunta

d) Tensiones residuales en ambos solidos.

NOTA: No considerar las variaciones de seccion debidas a la deformacion.
P

Ejercicio 1.8

Un anillo como el de la figura 1.4, de radio inicial Ro y espesor e (con e <<< Ry), gira a una velocidad

ananlar ranctanta v Feotd fahricada da yin matarial da dancidad o con mAdnla da alacticidad E v
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Figura 1.4. Anillo del ejercicio 1.8

Ejercicio 1.9

Una estructura estd compuesta por tres barras articuladas unidas en un mismo punto, como se mues-
tra en la figura 1.5 (izquierda).

Las barras tienen secciones Aap = Acp =A y App=0.8-A, que pueden considerarse constantes para
el calculo de tensiones. Las tres pueden considerarse del mismo material en cuanto a sus propie-
dades elasticas (que son E, v) y a su limite elastico inicial (que es oy).

Sin embargo, la barra BD puede considerarse eldstica perfectamente pldstica, mientras que las ba-
rras AD y CD, en cambio, experimentan endurecimiento por deformaciéon de acuerdo a una ley
bilineal, con una pendiente de T en la zona plastica, como se muestra en la figura 1.5 (derecha).

En el punto D se impone un desplazamiento vertical hacia abajo de valor 8.

A Y C

G -
L o, -
:
D
8 €
Vv
L L
«—  pet———»>
Figura 1.5.  /zquierda: estructura asociada al ejercicio 1.9.

Derecha: curva tensién-deformacién del material de las barras AD y CD
Se pide:

a) Indique cudl es la barra de la estructura que plastifica antes. Obtenga, ademas, el valor 8* con
el que comienza a plastificar la estructura.
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Ejercicio 1.10*

Un carrito se encuentra sujeto mediante dos barras metdlicas con comportamiento elasto-plas-
tico, articuladas en sus extremos. El carro puede deslizar sin fricciéon en una guia vertical.

Sobre el carrito se impone un desplazamiento vertical, hacia abajo, u, de forma progresivamente
creciente desde u = 0 hasta u = 2 mm. Como resultado de este desplazamiento, las barras sufren
una elongacion y quedan sometidas a esfuerzo axil, tal como se representa esquematicamente en
la figura 1.6. Las propiedades geométricas y mecanicas de cada barra se muestran en la tabla 1.

300 mm , 300 mm,

s dul  <orPANMT

Figura 1.6. Dos barras articuladas, conectadas a un carrito deslizante.

Barra 1 Barra 2
Seccién transversal A; =150 mm?2 A, =100 mm?2
Curva tension-defor-
macion medida en 0 " G T
ensayo de traccién
uniaxial (mﬁl) (,mF&) p T
T T
30 te--; ! 1
: E |
. [
: #)5 2 ,5
1
Ea Ex
MédulosEy T E =200000 MPa E =200000 MPa
T= 80000 MPa T= 80000 MPa
Tabla 1 Las propiedades geométricas y mecanicas de cada barra.
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Responda a las siguientes cuestiones:

. 1 2 . g
a) Obtener los valores de las deformaciones &, y £, en el instante de plastificacion inicial de
cada barra.

b) Obtener la funcién ¢ = & (u) que proporciona la deformacién ingenieril en cada barra, en
funcion del desplazamiento impuesto u.

c) Calcularlosvalores faltantes en la figura 1.7, que representa en forma aproximada el esfuerzo
axil en cada barra en funcidn del desplazamiento u del carrito. Especificamente, obtenga las
seis cantidades indicadas en la tabla 2.

Indicaciones:

e Considere en todos los calculos, por simplicidad, deformacidn ingenieril en lugar de verda-
dera.

o Considere que la seccidn transversal de las barras no sufre cambios durante la deformacion.

e Considere al menos 4 cifras significativas en las deformaciones del punto (a)

Barra 1 Barra 2

Desplazamiento u en el instante de plastifica- 1 2
cién inicial de la barra i (coni=1,2) Ua [mm] Ua [mm]
Esfuerzo Axil en el instante de plastificacion 1 2
inicial de la barrai (coni=1,2) PA [kN] PA [kN]
Esfuerzo Axil en la barra i en el instante en 1 )
que el desplazamiento del carrito es u = 2 PB [kN] PB [kN]
mm.

Tabla 2 Incégnitas a resolver en el apartado (c).

Figura 1.7. Esfuerzo axil en cada barra, en funcién del desplazamiento u.
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4B =31

1

a DE =1L

4
c L =500mm

0o

20 >4
a=e=400 mm

b=1225mm ¢=800 mm
d=625mm

d 0O Didmetro del cable: ¢ =3 mm

Figura 1.8.  Configuracién geométrica inicial

Debido ala accién de una fuerza P, creciente progresivamente en el tiempo, se producen pequefios
desplazamientos, de modo que la rétula C se desplaza verticalmente hasta C’ una distancia 0, a la
vez que los puntos de conexion del cable a las barras, B y D, se desplazan hasta los puntos B’y D’,
recorriendo las distancias 81 y 82, respectivamente (tal como se indica en la figura 1.9).

b

A B C D E)é
?C\\‘\ 52},/’
--7D’

Figura 1.9 - Efecto de la carga P: B,C y D se mueven hasta B’, C’ y D’, respectivamente.

El material del cable presenta comportamiento elasto-plastico con endurecimiento por deforma-
cion plastica. Sus propiedades elasticas, asi como su curva tensiéon-deformacién, se midieron en
un ensayo de traccion uni-axial, mostrandose los resultados en la figura 1.10.

...................................................................

01

i l . 1 _ Oy
Er : lGY+MT€z1) si g =l + &P >E

~ .
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Se pide:

a. Obtener la deformacién unitaria del cable, en funcién del desplazamiento 8 que experimenta
el punto C. Verifique ademas, recurriendo a los datos geométricos del problema, que para todo

0 > 0, el cable esta en traccidn.

b. Estimar la variaciéon que sufre el drea de la seccién transversal del cable, en la deformacién
hasta el instante en que el cable comienza a plastificar.

c. Obtener el valor de la fuerza externa Py, en el instante en que el cable comienza a plastificar.

d. Obtener el valor del desplazamiento & que experimenta el punto C, cuando la fuerza aumenta
en 10% con respecto al valor de plastificacion inicial (nota: realice la aproximacién que el area
de la seccidn transversal del cable se mantiene constante en este régimen de deformacion plas-

tica)
AV - E
Recuerdo: Zagrot =P ; =
Vo K 3(1-2v)
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TEMA 2 - ECUACIONES DE LA MECANICA DE SOLIDOS

Problemas sobre Cinematica del S6lido Deformable

Ejercicio 2.1*
Considere las siguientes ecuaciones del movimiento:

X=X-Yt

% =%(X,t)={ y=xt+Y

1=—-Xt+Z
Adicionalmente, se conoce la descripcion material de la evolucion de la densidad del material:
p(X,Y,Z,t) +X+Y+Z t
= Y, Z,t) = _ con = cte
p=p Po 1+ 2 Po

Indique silas ecuaciones de movimiento definen un movimiento fisicamente posible, en cuyo caso,
obtenga la descripcién espacial de la evolucién densidad del material.

Ejercicio 2.2

Sea Q) el cilindro de longitud inicial Lo y radio R que se muestra en la figura 2.1. Determine si la funcién
@, que proporciona las ecuaciones del movimiento directas, tiene inversa, en cuyo caso, determine
ademds las ecuaciones de movimiento inversas.

X Xl+—at
X:gp(X,t): X, = X, V Xie[0,Lg] y X5+ XZ<R?
X3 X3

cona=cte.yt=>0

X2

% to

X3
X1=0 X1= Lo
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Ejercicio 2.3

Supdngase que en el ejercicio anterior, el término a en la funcién ¢ no es constante, sino que presenta
una distribucién lineal entre a = a; para X1 =0y a = a, para X1 = Lo, del siguiente modo:

X X
a= a(Xl) = [1— —1}’11 +—ta, con  ai,a;=ctes.
LO 0
En estas condiciones, |la ecuacién del movimiento es:
1 2
X1 Xl +§a(X1)t
X:gp()?,t): X, = X, V Xie[0lo] y X2+ XZ2<R2yt>0
Xs X,

Cuestiones:

e (Bajo qué condiciones describe ¢ un movimiento fisicamente posible?

e Determine si el cilindro esta sometido sdlo a traslacion o, por el contrario, a la superposicién de un
movimiento de traslacién y una deformacion. En este ultimo caso, obtenga el cambio de longitud y
de volumen del cilindro en funcién del tiempo.

e Suponiendo que a; > a; > 0, obtenga una descripcion material de la evolucién de la deformacidn
axial & de la barra. Obtenga también la correspondiente descripcion espacial de la evolucién de
dicha deformacién.

Ejercicio 2.4

Supdngase ahora que el término a en la funcién ¢ presenta una dependencia cuadrdtica de la posicidn
X1, cona=ajparaX;=0ya=a;para X; = Lo, del siguiente modo:

2 2

X X

a:a(Xl): 1-1 2| la+| 1] a, con  ai,as=ctes.
Lo L,

En estas condiciones, la ecuacion del movimiento es:
1
X, +=a(X,)t?
1 1
% 2

i:go()?,t): X, b= X, V Xie[0lo] y X5+ XZ<R2yt>0
X3 X3

Cuestiones:

e (Bajo qué condiciones describe @ un movimiento fisicamente posible?
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Ejercicio 2.5

Compare las ventajas y desventajas del tensor de deformaciones de Green-Lagrange E y del tensor
de “deformaciones infinitesimales” &.

Para ello, obtenga el “stretch” y 1a “deformacion unitaria” a partir de los tensores E y € en cada una
de las siguientes tres situaciones de movimiento de una placa de longitud inicial L, altura L/4 y
espesor c.

En cada caso, evaltie 4, y &, en una posicion de interés (por ejemplo, X = 0,25L), e interprete,
ademas, el significado de las componentes escalaresde E y €.

A la vista de los tres resultados, responda: ;Qué aspecto del movimiento y la deformacién no
puede ser representado adecuadamente por el tensor de deformaciones infinitesimales?

Caso 1: Movimiento de sélido rigido incluyendo traslacién y rotacién:

X =Xcos(%t) —Ysin(gt)

y =Xsin(gt)+Ycos(gt)

z=17
(O<X<L
0O<Y<L/4
en el dominio:
0<Z<c
0<t<1seg

Nota: este caso incluye “gran desplazamiento” y “gran rotacién”, por lo que no se cumplen las
condiciones de validez de “la teoria de deformaciones infinitesimales” (ellas estan expre-
sadas en las diapositivas 41 - 43 del Tema 2). Aun asi, nos interesa comparar las
predicciones de los tensores E y € en esta situacion.

Caso 2: Movimiento de 1-D de traslacién y elongacién pura:

L

(x=X+(—> vt >
| L | O<Y<L/4 X

{ y=Y para 0<Z<c

=1L

L v [mm/seg] L/41 777777777777777 z,lj,,,,,,,,,,,,,,,‘t= 1seg
z=17 0<t<1seg >
X

» o«

Nota: este caso incluye “gran desplazamiento”, “gradientes de desplazamiento comparables a la
unidad”, pero “cero rotacién”, por lo que tampoco se cumplen las condiciones de validez
de “la teoria de deformaciones infinitesimales”
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Caso 3: Movimiento combinado que incluye gran elongacién pero muy pequefia rotacién:

X\2 T ) T
[x={X+(Z) vt}cos(mt)—Ysm(mt) Y
X\2 . T T
{l y={X+<Z) vt}sm(mt)+Ycos(mt)

k z=17
0<X<L
[ O<Y<L/4
para 0<Z<c

v =L [mm/seg]
0<t<1seg

Nota: este caso incluye “gran desplazamiento”, “gradientes de desplazamiento comparables a la

unidad”, pero “pequefia rotacion”, por lo que tampoco se cumplen las condiciones de va-
lidez de “la teoria de deformaciones infinitesimales”.

Se recuerda las siguientes expresiones:

1(0u; Ouj  Ouy duy 1(ou; Ou

Ej=cizot-o+too>5o( & & =513t

200X, " 9x; " 09X, 0X; 2|ax; " ax;
ey=Ay—1=V1+2N-E-N—-1

—

eN=AN_1zN‘£‘N
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TEMA 3 - INTRODUCCION A PLASTICIDAD

Parte A.- Ejercicios sobre Criterios de Plastificacién

Ejercicio 3.1

El estado tensional en una placa de cubierta estd dado por las expresiones,
ox=1250p 6,=2800p o,=(ox+o0y)/2
Ty =500 p Ty, =0 Tz =0

donde p es la carga que soporta la cubierta por unidad de superficie.

Encontrar el valor de la carga p* que produce la plastificacion de la cubierta, si el material tiene
una tension de fluencia de oo = 240 N/mm?2.

a) Segun el criterio de Von Mises.
b) Segun el criterio de Tresca.

Ejercicio 3.2

En un punto de un s6lido fabricado en un material metalico, el estado tensional viene dado, en ejes
{x,y,z}, por el siguiente tensor de tensiones:

Q
I
O NN W
O W N
o O O
<
i)
D

Se pide:

a) Obtener las tensiones y direcciones principales.

b) Obtener los invariantes genéricos del tensor de tensiones, I, .

c) Obtener los tensores de tensiones desviador e hidrostatico.

d) Obtener los invariantes genéricos del tensor de tensiones desviador, J1 y J2.

e) Sabiendo que el material metalico plastifica cuando la distancia desde la proyeccién del estado
tensional en ejes {c1,62,03} sobre el plano desviador al origen de este sistema es mayor o igual
a 6 MPa, comprobar que, si al estado tensional anterior, se le superpone un estado hidrostatico
de tensiones, la situacion sigue siendo la misma.

Ejercicio 3.3
Un punto de un so6lido esta sometido al estado de tensiones (tension uniaxial + cortante puro):

Ox=0 oy=0 o,=0
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Ejercicio 3.4*

Un cilindro hueco de didmetro interior Dy de espesor t (t muy pequefio respecto a D) es sometido
a un estado tensional con el sistema accionado con gas que se muestra en la figura, en el que P es
la presion interior del gas y Ao es el area de la placa superior (supdngase despreciable la seccion
del hueco que comunica ambas partes). Se pide:

a) Plantear razonadamente el estado tensional del cilindro.

b) Describir el proceso de plastificaciéon del material.

c) Siguiendo el criterio de Tresca, calcular en funcién de A = Ao/A (con A = nD2/4) la presién P*
con la que plastificara el cilindro.

____________________ P
t
s
o
Figura 3.1. Estructura asociada al ejercicio 3.4

Ejercicio 3.5

Una probeta cilindrica de radio inicial R y longitud inicial L de un material elastico se encuentra
confinada lateralmente y sometida a una tensiéon de compresion de valor o. Considérese al confi-
namiento infinitamente rigido, y tomese oy como limite elastico del material medido en tension
uniaxial, E como el moédulo de elasticidad y v como el coeficiente de Poisson.

Se pide:

a) Obtener los tensores de tensiones y deformaciones en régimen elastico.

b) Obtener la fuerza axial F aplicada sobre la probeta en régimen elastico.

¢) Obtener la variacion de longitud AL que sufre la probeta en régimen elastico.

d) Obtener el valor de o que produce la plastificacidon del material, segun el criterio de Von Mises y
de Tresca.
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Figura 3.2. Estructura asociada al ejercicio 3.5

Ejercicio 3.6

Un punto de un material polimérico esta sometido al estado de tensiones siguiente:

1 2 0
o;=0-2 =12 -1/4|,c>0
0 Y4 0

Considérese la siguiente Funciéon de Plastificacién:

2 i
NEN 2
f:‘//.{ | zq +(m_1)-(Lj—m§ donde W:§ 1_27 s

o, o, 7 5‘\]2‘3

Se sabe que para el material considerado:

o, =100 MPa
m=1.2

Se pide determinar el valor de o que produce la plastificacién del material en el punto conside-
rado, segun el criterio de plastificaciéon dado por f= 0.
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Parte B.- Ejercicios sobre Endurecimiento por Deforma-
cién Plastica

Ejercicio 3.7*

Las siguientes expresiones analiticas pueden ser utilizadas como “leyes empiricas” para caracte-
rizar curvas de endurecimiento de distintos metales. Sus distintos parametros deben ser
obtenidos a partir de ensayos experimentales, tales como aquellos mencionados en el Tema 4
(tension, compresion o torsion).

Ley de endurecimiento Expresidno - ¢ Parametros (propiedad del material)
Ley de Hollomon: o= K(sp’)n K, n 0<n<1
Ley de Liidwick: c=A+ K(epl)n A K n 0<n<1
o o\"
Ley de Ramberg-Osgood: £ = Z +a (0—> a,0t, h 1<n
t

Para cada una de estas leyes:

e Obtenga las funciones de endurecimiento en las formas canénicas gy = H(éP) y oy = F(WP),
que dan el limite elastico actual oy en funcidn, respectivamente, de la deformacién plastica
equivalente y del trabajo plastico acumulado.

e Obtenga el valor de las derivadas H'(éP) y F'(WP) justo en el instante inicial de plastificacion,
es decir, cuando € = 0 y WP = 0.

e Explique qué influencia tiene el parametro n en las curvas de endurecimiento que representan
estos tres modelos. En cada uno de estos modelos, ;qué valor de n corresponde a plasticidad
perfecta?

Finalmente, indique cudl (o cudles) de estos modelos representa un limite elastico inicial bien de-
finido, y cudl (o cudles) predicen el surgimiento de deformacién plastica incluso para valores
pequerios de tension.

Ejercicio 3.8

Una probeta de un material metalico ha sido sometida a un ensayo de traccion uniaxial, obtenién-
dose una relacién tensiéon verdadera-deformacién verdadera que puede ajustarse mediante una
funcién bilineal, como se muestra en la figura 3.3. La rama elastica viene caracterizada por un
modulo de elasticidad E = 60 GPa. La rama elasto-plastica comienza para un valor de tensién oy
= 80 MPa y tiene una pendiente T = 80 MPa.
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G -~
1 T
Gy 1 E=60GPa ; T=80MPa ; oy=80MPa
E
1
£
Figura 3.3. Curva de tensién-deformacién del material del ejercicio 3.8

Ejercicio 3.9*

Un material metalico tiene mddulo de elasticidad E y coeficiente de Poisson v. Considérese la si-
guiente funcién de endurecimiento obtenida en un ensayo de traccién simple:

_ =P
oy =0y, + Ag

Obtener la curva 1-y que se obtendria si se realizara un ensayo de cortadura pura.

Ejercicio 3.10

Se tiene un acero de dureza natural en barras de 24 mm de didmetro, cuya curva tensién-defor-
macién obtenida de un ensayo de traccién se puede aproximar por una recta, como se muestra en
la figura 3.4.

Se pretende con este acero obtener un acero deformado en frio con tensiéon de fluencia de 420
MPa, para lo cual se somete a traccion y torsion combinadas. Si la tension de traccidn a que se
somete es constante, de valor 220 MPa, estimar el giro por unidad de longitud que debera apli-
carse para obtener las caracteristicas requeridas.

Utilizar dos métodos:

e Uno basado en la hip6tesis de Hencky: e;j = Ps;j

e Otro basado en las hipotesis de Prandtl y Reuss: deipjl =dAs;j
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Parte C.- Ejercicios sobre Teoria Incremental y Teoria
Total de la Plasticidad

Ejercicio 3.11

En un punto de un sélido se tiene el tensor de tensiones es el siguiente:

65 0 80
o,=| 0 -225 0 |MPa
80 0 100

A partir de este instante, se impone el siguiente incremento en el tensor de deformaciones y de
deformacion plastica equivalente:

7 -10 4
de; =|-10 -5 0 |-107° =dgf +dg"
4 0 -3

Supéngase, ademas, que el incremento en deformacion pldstica equivalente que esta asociado al
tensor incremento de deformacion plastica es conocido y vale dz” = 0.000025

Obtener el tensor incremento de tension, doy;, que estd asociado al incremento total dg;; .

Datos: Las propiedades elasticas del material son E=200GPa, v=0.33 , y su ley de endureci-
miento sigue la expresion de Ramberg-Osgood:

e=24|2|  P=650MPa , m=4
E |p

Ejercicio 3.12*

Un cilindro muy largo con sus extremos empotrados, espesor de pared de 1 cm y radio de 30 cm.
esta sometido a presion interna de valor P [N/mz?]. El material metalico del que esta fabricada la
vasija tiene un modulo de elasticidad E=2,1-105> N/mm?y coeficiente de Poisson v = 0,3. El material
experimenta endurecimiento segin una ley tension-deformacion del tipo Ramberg-Osgood:

(o2 O !
E=—+|—
E (650)

a) Plantear el estado tensional en un punto genérico de la vasija.

Se pide:

h) Siinnniendn ane ol material o nuiede anrovimar comao elictica hacta ina valor de tencidn eani-
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Ejercicio 3.13

Un tanque de expansion esférico de 2 m de didmetro y 10 mm de espesor, estd sometido a presion
interna P. El material del que esta fabricado tiene un médulo de elasticidad E=2,1-105 N/mm2? y
coeficiente de Poisson v = 0,3. El material experimenta endurecimiento que se describe segiin una
ley de tipo lineal:

oy = H (&) = {400 + 1250 "'} MPa
Se pide:
a) Plantear el estado tensional en un punto genérico del tanque de expansidn.

b) Determinar el valor de P* para el que se alcanza la condicion de plastificacion inicial usando el
criterio de Von Mises.

c) Calcular la variacién que experimenta el didmetro del tanque cuando el valor de P* calculado
en el apartado anterior aumenta en un 10%.

Ejercicio 3.14

Un tubo metalico de 35 cm de didmetro y 6 mm de espesor ajusta perfectamente en torno a un
cilindro perfectamente rigido. Si sobre el tubo acttia una carga de traccién P (que no actiia sobre
el cilindro interior), hallar:

a) Elvalor de P* cuando se alcanza la plastificacion del tubo si el limite elastico del material es 24
kg/mm?y el coeficiente de Poisson v = 0,3.

b) Las deformaciones del tubo cuando P supera en un 20% la carga de plastificacion del material,
sila curva tensién vs. deformacion pldstica viene dada por:

oy =H(Z") = 100(§p)0'2 (o en kg/mm?2)
c) La carga maxima que puede soportar el tubo.

Nota: Supoéngase que no existe rozamiento entre el tubo y el cilindro interior. Despréciense las
deformaciones elasticas frente a las plasticas para los apartados (b) y (c) y despréciense
las variaciones dimensionales para los apartados (a) y (b).

Ejercicio 3.15*

Un pilar metélico de 3 m de altura, seccién circular de 60 cm de diametro y 12 mm de espesor
soporta una carga axial de compresién Py un momento torsor M = 0,12 P. Se pide:

a) Encontrar el valor de la carga P* que produce la plastificacion del pilar si en un ensayo de trac-
cién la tension de fluencia es de oy = 2400 kg/cm?.

b) Encontrar la relacion entre el acortamiento A del pilar y el giro por unidad de longitud 6.
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Ejercicio 3.16

El estado tensional de una chapa de cubierta de una nave industrial viene dado por el tensor de
tensiones siguiente:

As Bs 0
o= Cs O
sim Ds

Donde s es la carga por unidad de superficie en [N/mm?2] que soporta la cubiertay A, B, Cy D son
cuatro constantes adimensionales cuyos valores son los siguientes

A | 1250
B[ 500
C | 2800
D | (A+C)/2

El material del que esta fabricada la cubierta tiene un mddulo de elasticidad E=2,1-105 N/mm?,
coeficiente de Poisson v = 0,3, limite de elasticidad oy = 240 N/mm? y una ley tensién-deformacién
del tipo Liidwick, como se indica en la figura:

o

0.25
oy = 240 + 260(£P!)
Ty |---

EL

Figura 3.4.  Curva de endurecimiento y funcién de ajuste tipo Liidwick
Se pide:

a. Encontrar el valor de la carga s* que produce la plastificacion de la cubierta segun el criterio de
Von Mises.

b. Suponiendo que la cubierta esta soportando la carga s* obtenida en el apartado anterior, se
produce una nevada en la zona de localizacion de la nave industrial, lo cual provoca una acu-
mulacidon de nieve sobre la cubierta equivalente a 1 KN/mz2. En estas nuevas condiciones,
obtener el tensor de deformaciones de la chapa de cubierta.

Ejercicio 3.17

Un sélido deformable se encuentra sometido a un proceso de carga monétonamente creciente y
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El material posee la funcién de endurecimiento H que se indica a continuacién:

oy =H(e)=[Az + (o)

Cuyos parametros son los siguientes: A =6,4-106 [MPa]t/n

n=0,5

oy, =200 [MPa] (es el limite elastico inicial)
Se pide:

a. Obtenga la evolucidn en funcion del tiempo de la tensién hidrostdtica o' = c" (t), asi como de
la tensién equivalente de von Mises q = q (£).

b. Determinar el instante de tiempo £* en el que el material plastifica por primera vez.

c. Siel proceso de solicitacién mecanica prosigue a partir de t = t*, explique brevemente porqué
si es posible utilizar la Teoria Total de la Plasticidad para cuantificar la subsiguiente variacién
del tensor de deformacion.

d. Despreciando la componente elastica de la deformacién, obtenga el valor de la componente de

deformacion &,y de la deformacién desviadora equivalente £ en el instante t = t* + At, con
At = 0,05 seg.

Ejercicio 3.18

Un sélido deformable se encuentra sometido a un proceso de carga mon6tonamente creciente y
controlado en tensién, de modo que en un cierto punto del sélido el tensor de tensiones, referido
al sistema de coordenadas cartesianas Oxyz, tiene las componentes que se indican a continuacidn,
y que dependen del tiempo:

2t t2 0
G:O'(t)= 4 0 Parat=>0
sim. 0

El material posee la funcién de endurecimiento H que se indica a continuacién:
— — n
o, = H(gp)z [Agp +(oy,) ”]

Cuyos parametros son los siguientes: A = 6,4-10¢ [MPa]l/n

n=0,5

0y, =200[MPa] (es el Limite elastico inicial)
Se pide:

a. Obtenga la evolucidon en funcion del tiempo de la tensién hidrostdtica o' = c" (t), asi como de
la tension equivalente de von Mises g = q (t).
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Ejercicio 3.19*

La placa de la figura se encuentra en contacto sin friccion en sus aristas superior, inferior e iz-
quierda con otros elementos rigidos. Ademas, no existen otras restricciones de movimiento para
la placa en la direccion Z. Las dimensiones de la placa son L = 500 mm, h = 250 mm y e = 50 mm,
mientras que el espesor de la pared lateral a la izquierda de la placa es a = 100 mm.

Mediante un sistema de induccién de fuerzas electromagnéticas se aplica sobre la placa un campo
de fuerzas de volumen en la direccion horizontal, en sentido contrario al eje X. Esta fuerza es va-
riable con la posicién, segin se indica en la expresion siguiente, en la que X es la coordenada
material referida al sistema de ejes coordenados de la figura e T es un vector unitario en la direc-
cién de X:

>

. k
f=—pz con a<X<a+lL ; k=0

El pardmetro k es controlado a voluntad por el operador del sistema de induccién de fuerzas.
Como resultado de estas fuerzas, el tensor de tensiones en la placa tiene componentes que depen-
den de la coordenada X de la posiciéon de cada punto de la placa.

Y A YT
Sélido rigido ;
h/2 1+ e .
1
1
f=1X :
1
1
0+ F=== o —_— — - - .I ......
X Z 0
Placa metilica
-h/24 ..
| . L el
I 1 1 > A~
0 a a+L

Figura 3.5.  Estructura, ejes y solicitacién mecanica para el ejercicio 3.19.
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(1) Demuestre, utilizando las ecuaciones de equilibrio interno y la definicién de £, que la compo-
nente g, del tensor de tensiones o en la placa obedece a la expresion siguiente:

Ox Txy Txz

1 1
o, =0,(X) =k (m — E) donde o= . Oy Ty
sim o,

(2) Obtenga las otras componentes del tensor de tensiones, para el rango de valores de k en que
el material aun no ha plastificado.

(3) En el rango elastico, obtenga la tension hidrostatica p y la tension equivalente de von Mises
q, ambas en funcién de la posicion X, del pardmetro k y del coeficiente de Poisson v. Ademas,
indique cudl es la posicién X de la placa mas solicitada desde el punto de vista de la tensiéon
de von Mises.

(4) Si el valor del parametro de control k se incrementa progresivamente desde 0, determine el
valor k = k™ para el cual se produce plastificacion inicial del material en la posiciéon de ma-
xima solicitacion mecanica. Utilice para ello el criterio de plastificacién de von Mises.

(5) En este instante de plastificacion inicial y en la posicién de maxima solicitacién mecanica,
calcule la variacién que ha sufrido el espesor de la placa desde la condicién inicial (descar-
gada).

(6) Sia continuacion, el valor de k se incrementa hasta k = 1,02 k*, determine el nuevo espesor
de la placa en la posicion de maxima solicitacion. Utilice para ello la Teoria Incremental de la
plasticidad.

(7) ¢(Existe algun valor de k suficientemente alto como para para producir la plastificacién com-
pleta de toda la placa? Si Usted piensa que si, proponga un método para estimar este valor
(aunque no es necesario que lo evalue). Si, por el contrario, Usted piensa que no existe dicho
valor, justifique su respuesta.

Ejercicio 3.20*

Considere la placa rectangular que se muestra en la figura, de espesor inicial e = 5 mm y dimen-
siones iniciales A = 150 mm y B = 100 mm. Sobre ella se aplica un campo de fuerzas de volumen:
como resultado de estas fuerzas, el tensor de tensiones en la placa tiene una componente o, que
depende de la coordenada X de la posicién de cada punto de la placa, mientras que la componente
ay es, por su parte, independiente de la posicion en la placa. Es decir:

Uij=[0 ay 0] donde: 0x=0x(X)=k{a(Z> +b<T) +c} ; oy, =kd
0O 0 O
Donde: a=-20MPa ;_b=—-40MPa : c=60MPa : d=20MPa
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B =100 mm N

A A A
O O0O000O 00O

><V

}OOOOOO OO'(O ONONG)

¢ X

<—— A=150mm —>

El factor k es un parametro adimensional que puede ajustarse a voluntad. En esta solicitaciéon me-
canica k crece progresivamente a partir de un valor inicial k = 0.

El material de la placa es elasto-plastico. Su médulo de elasticidad es E = 75 GPa, su coeficiente
de Poisson es v = 0,3.Mediante un ensayo de traccion uniaxial se determiné tanto el limite elastico
inicial oy, como la curva de endurecimiento, encontrandose que se ajustan a la Ley de Liidwick
con endurecimiento lineal:

oy = oyo + ag’ donde: oyo =300 MPa ; a =75MPa

Cuestiones:

e Obtenga la presion hidrostatica p y la tension equivalente de von Mises g, ambas en funcién de
las componentes o, y o, del tensor de tensiones.

e A partir de lo anterior, demuestre la siguiente relacion:

do do
dq _1(20:gx — 0 gx
ax 2 q

De esta expresion, deduzca cual es la zona mas solicitada de la placa desde el punto de la ten-
sion de von Mises (ayuda: considere que 20, — gy, # 0).

e Para esta regién de maxima solicitacion, obtenga el valor k = k™ para el cual se produce plas-
tificacion inicial del material. Utilice para ello el criterio de plastificaciéon de von Mises.
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Parte D.- Ejercicios sobre Plasticidad 2D (Lineas de Des-
lizamiento)

Ejercicio 3.21

Para analizar un problema de indentacién asimétrica se ha propuesto la red de lineas de desliza-
miento (o lineas de discontinuidad de velocidades) que se muestra en la figura 3.6. Se sabe que la
tension tangencial de plastificacion del material es k. Se pide:

a) Identificar el tipo de todas y cada una de las lineas de deslizamiento de la red propuesta.
b) Obtener el estado tensional en todas las lineas de deslizamiento de la red.
c) Obtener el valor de la presion P que posibilitaria el proceso de indentacién.

Ejercicio 3.22

La figura 3.7 representa un proceso de extrusion simétrica en el que se hace pasar un bloque me-
talico por una matriz en forma de cufia simétrica (el eje e es el eje de simetria). Se propone un
campo de deformacioén definido por las lineas de deslizamiento AD, AC, CD y BC. Despreciando el
rozamiento entre matriz y material, se pide:

a) Completar razonadamente la geometria (dngulos entre lineas de deslizamiento) del sistema
de lineas propuesto.

b) Establecer razonadamente el tipo de todas y cada una de las lineas de deslizamiento.

c) Obtener una cota superior para la presion de extrusion P.

Ejercicio 3.23

Para analizar un problema de extrusion se ha propuesto la red de lineas de deslizamiento que se
muestra en la figura 3.8. Se sabe que la tensién tangencial de plastificacién para el material de la
pieza es k. Se pide:

a) Identificar razonadamente el tipo de todas y cada una de las lineas de la red.
b) Obtener el estado tensional en todas las lineas de la red.
c) Obtener el valor de la presion P que posibilitaria el proceso de extrusion.
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Figura 3.6.  Indentacion oblicua del ejercicio 3.21

.
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h| A / hI L
P A4 »
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Figura 3.7. Proceso de extrusion del ejercicio 3.22
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Ejercicio 3.24

Una chapa metalica entallada se encuentra sometida a tensién uniforme P en una zona que puede
considerarse lejana a las entallas, tal como muestra la figura 3.9. El material de la chapa puede
considerarse como rigido perfectamente plastico, con tensién de plastificaciéon a cortadura igual
a k=225 MPa. El estado tenso-deformacional puede considerarse como de deformacion plana.

Para analizar este problema se propone la red de lineas de deslizamiento que se muestra en el
lado derecho de la figura 3.9 (por simetria, sélo se muestra lared en la mitad superior de la chapa).

Se pide:
e Identificar el tipo de todas las lineas de la red de lineas de deslizamiento propuesta.

e Encontrar el valor de la tensién P que posibilitaria un proceso de deformacién segun la red
de lineas propuesta.

Notas:

+ Considere que los “labios” de ambas entallas son horizontales.
+ Observe que los “labios” de las entallas son “superficies libres”.
+ Considere que £(BAG) = 4(DEF) =n/4

Prrrrrtrt rrrrrrrre

\ 2a |
™ i |
w . 2a |
e

bl by
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Ejercicio 3.25

Una chapa metalica se encuentra sometida a un proceso de extrusion, mediante la aplicacién de
una fuerza P, tal como muestra la figura 3.10. El material de la chapa puede considerarse como
rigido perfectamente plastico, con tensioén de plastificacion a cortadura igual a k = 225 MPa. El
estado tenso-deformacional puede considerarse como de deformacion plana. El material fluye li-
bremente hacia la izquierda, sin mas oposicién que la de la matriz de conformado.

Para analizar este problema se propone la red de lineas de deslizamiento que se muestra en la
figura (por simetria, s6lo se muestra la red en la mitad superior de la chapa).
Se pide:
e Identificar el tipo de todas las lineas de la red de lineas de deslizamiento propuesta (lineas
D’ABC, DAB’C’, DBy D'B’).
e Encontrar el valor de la tensién de contacto perpendicular y paralela a la linea de contacto
CD entre la chapa y la matriz de conformado.

Para h= 5mm, encontrar el valor de la carga P que posibilitaria un proceso de deformacién segin
la red de lineas propuesta.

Matriz de conformado

h - |- €—p |2h
Figura 3.10. Problema de extrusion, ejercicio 3.25
Notas:
++ Tensidn hidrostatica: p=- % (01 + 03)
++ Para lineas a: pa + 2k, = pg + 2k0p
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TEMA 4 - INTRODUCCION A VISCOELASTICIDAD

Parte A.- Problemas sobre Modelos Generalizados en
Viscoelasticidad

Ejercicio 4.1

Para el sistema cuyo comportamiento viscoelastico se refleja en el modelo de la figura 4.1, se pide
determinar:

a) La ecuacién diferencial del modelo

b) La funcién de fluencia

c) Elmodulo de relajacion

d) Cémo varia en el tiempo la deformacion, si el sistema se somete a una tensioén oy aplicada su-
bitamente

e) Como varia en el tiempo la tension si en la situacion del apartado (d) y una vez alcanzada una
deformacion & se mantiene ésta en el tiempo.

qu
I

qQi

—MWW—

E

Figura 4.1 Modelo de tres elementos

Ejercicio 4.2
En la figura 4.2 se describe un modelo de comportamiento de un cierto material. Se pide:

a) Plantear la ecuacién diferencial del modelo

b) Determinar la expresion de la evolucidon temporal de la deformacion cuando se aplica subita-
mente (t = 0) una tensién oo que luego se mantiene en el tiempo,

c) Determinar la expresion de la evolucion temporal de la tensién cuando en la situacion del apar-
tado anterior y una vez alcanzada una cierta deformacion g1, se mantiene ésta en el tiempo.

= AN
(43 - ﬂ'“ &
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Ejercicio 4.3*

En la figura 4.3 se describe un modelo de comportamiento de un cierto material viscoelastico.

Ea Eg
o— —o
[ [
L L
Ca Cs

Figura 4.3 Modelo viscoelastico (dos elementos tipo Kelvin dispuestos en serie)
Se pide:

a) Plantear la ecuacién diferencial del modelo.

b) Determinar la Funcién de Fluencia y el Médulo de Relajacién.

c) Determinar la expresion de la evolucion temporal de la deformacion que se obtiene de aplicar
subitamente en t = 0 una tensién oo, que luego se mantiene en el tiempo hasta t=t;.

d) Si en la situacién del apartado (c), la deformacidn es fijada cuando alcanza el valor ¢; en el
instante t= t;, determinar la expresion de la evolucion temporal de la tensidn o(t) para t>t;.

Parte B.- Problemas sobre PPio. de Correspondencia e
Integrales Hereditarias

Ejercicio 4.4

Una ménsula metalica tiene 1 m de longitud y una seccién rectangular 0,05x0,1 m (ancho x canto)
y esta fabricada con un material cuyo peso especifico es 70 N/dms3. Sobre una probeta del material
se harealizado un ensayo de relajacién aplicando una deformacioén (t) = 10-3 H(t) y se ha medido
la evolucién de la tensidn, evolucién que puede aproximarse adecuadamente mediante la funcién
o(t) = 104+1 02exp(-t/0,5) Pa.

Durante un tiempo to = 5 dias la ménsula ha estado soportando exclusivamente su propio peso,
pero en ese momento se le afiade una sobrecarga uniforme que duplica el peso, segun se esque-
matiza en la grafica de la figura 4.4.

p
2Py
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Se pide:

1. Enunciar el principio de correspondencia y explicar su aplicacién a la obtencién de la flecha de la
ménsula en instantes posteriores

2. Obtener la flecha en el extremo libre de la ménsula en el instante to

3. Plantear el concepto de integral hereditaria y explicar su aplicacidén en el caso de cargas no cons-
tantes en el tiempo

4. Obtener la flecha en el extremo libre de la ménsula a tiempo infinito

Notas:

e La flecha f en el extremo libre de una ménsula de longitud L sometida a sobrecarga uniforme p
obedece a la expresion:
=5

/ 8LI

Ejercicio 4.5

Una viga biapoyada de longitud L = 2 e inercia a flexién I = 10-5 m#* se encuentra sometida a una
carga uniformemente distribuida hacia debajo de valor q = 1000 N/m; las condiciones de disefio
exigen que el desplazamiento vertical del centro de la viga nunca supere el 0,2% de la longitud.
Inicialmente, la temperatura en servicio es de 202C, pero después de unos meses, se requiere au-
mentar la temperatura en 1002C.

Del material, se sabe que a 202C muestra un comportamiento elastico lineal con un Médulo de
Elasticidad E = 1010 Pa; para conocer su comportamiento a 120°C se ha realizado un ensayo de
relajacion aplicando una deformacidn constante gy = 10-3, en el que se midi6 la evolucién de la
tensidn, evolucién que puede aproximarse mediante:

o(t)=10" +10% exp (- 2t)
con el tiempo t medido en segundos.

Se pide determinar si la viga cumplira las especificaciones de disefio para las nuevas condiciones
de servicio.

Nota:

Se recuerda que la flecha en el centro del vano para una viga bi-apoyada sometida a carga unifor-
memente distribuida obedece a la expresion:

v 5gL*
384El

Ejercicio 4.6*
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P Flecha en A Giro en A.

A M PLEE) (PLA/(2E1)
7 ;am (ML)/(2E]) (ML)/E))
L/4
—
B, c

l P A

P(t) /
P(t)=Po+mt
L Po

A t

v

Figura 4.5.1 Figura 4.5.2

Ejercicio 4.7

Una ménsula horizontal de longitud 2 m tiene una seccién con un momento de inercia I = 0,14x10-
4 m* Sobre una probeta del material de la ménsula se ha realizado un ensayo de relajacion apli-
cando una deformacion g(t) = 10-3 H(t) y se ha medido la evolucién de la tension, evolucién que
puede aproximarse adecuadamente mediante la funcion:

o(t) = 104+102exp(-2t) Pa.

Una nevada de gran intensidad deposita en 2 horas sobre la ménsula una capa de nieve que equi-
vale a una sobrecarga uniforme Py = 70 N/m; a partir de las dos horas de nevada, la nieve tarda
en derretirse 10 horas mas, lo que se esquematiza en la figura 4.6.

»

2h i2h ¢

Figura 4.6 Modelo de tres elementos
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Ejercicio 4.8

El pértico de la figura 4.7 estd formado por un material viscoelastico, conociéndose su funcién de
fluencia J(t) y su médulo de relajacién Y(t). Sobre el dintel del portico acttia una carga p(t) por
unidad de longitud, que se aplica bruscamente en el instante t = 0. Sabiendo que la inercia del
dintel es I, calcular:

a. La variacién temporal de la flecha central del dintel suponiendo que los pilares impiden cual-
quier giro de sus secciones extremas.

b. Lavariacion temporal de la flecha central del dintel suponiendo que la rigidez a flexion de los
pilares es constante y de valor k.

P(t)

\ 4

Figura 4.7 Pértico realizado en material viscoeldstico.

Ejercicio 4.9

La viga de la figura se encuentra empotrada en una superficie rigida a la izquierda mientras que a
la derecha esta empotrada en un elemento deslizante que puede moverse sobre la vertical. Sobre
el elemento deslizante se aplica una fuerza variable en el tiempo, P=P(t), en direccién vertical ha-
cia abajo, que produce como resultado un desplazamiento hacia abajo, & =5(t).

La variacion de la carga en el tiempo esta dada por: P =P(t) = At (con A=cte.y ten segundos)

Figura 4.8 Viga bi-empotrada con un extremo movil.
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Sin embargo, el material en el que esta realizada la viga de la figura es de tipo viscoelastico. Para
conocer su comportamiento mecanico, se realizé un ensayo de relajaciéon uniaxial a la deforma-
cién constante de g = 0.001, obteniéndose una tension variable en el tiempo que se puede ajustar
a la expresion:

o(t)=70{1+2exp(~0.006t) } MPa
Se pide:

i. Obtener la Funcion de Fluencia del material.

ii. Obtener la funcion & = §(t) que da el desplazamiento del elemento deslizante en funcién del
tiempo.

iii. Indicar cudl de las tres siguientes figuras - (a), (b) o (c) - constituye una representacion

cualitativa adecuada de la evolucion del desplazamiento en funcién del tiempo obtenida en

(ii.). Fundamente brevemente su respuesta.

Otros Datos:

5 A §
o A T | Longitud de la viga:

L =850 mm

Momento de inercia:
[=6500 mm*

Velocidad de aplicacién de la carga:
A=05N/s

—F

"Q,

Ejercicio 4.10

Un cilindro de pared delgada sometido a presidn interior tiene sus extremos soldados a paredes
rigidas inamovibles. Sus dimensiones se muestran en la figura adjunta. El cilindro esta realizado
en un material viscoelastico cuya funcién de fluencia se indica mas abajo en la seccion de datos.
La presidn interior varia en el tiempo segtn se indica.

Determine el incremento de diametro del cilindro en funcién del tiempo, AD, después de 300 dias.

Nota: la longitud del cilindro puede considerarse mucho mayor que su didmetro. Ademas, despré-
ciese la tension radial.

Datos: Do =350 mm %D
e= 5mm
1 ]
Considerando t en segundos: < —>
<— —>
i 2-09(-2207t) 1 ] <—
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TEMA 5 - INTRODUCCION A VISCOPLASTICIDAD

Parte A.- Problemas sobre Leyes de Fluencia Estaciona-
ria

Ejercicio 5.1

El componente mecanico que se muestra en la figura presenta un area transversal inicial de 10
mm? y estara sometido a una carga constante, orientada segun su eje, de 50kg a una temperatura
ambiente de 6002C. Considerando que el tiempo de vida util del componente mecanico no puede
ser inferior a los 4 afos y que durante ese tiempo la deformacién maxima permitida sera de 2%:

a. Determinar, de los materiales que se presentan en la tabla, cual es el mas adecuado.

b. Para el material seleccionado, determinar el coeficiente de seguridad respecto al tiempo de
vida util.

i Ap =10 mm?

Material Ley de fluencia estacionaria

A §=8,510"*a3exp(—17000/T)
B £ =3010"*c3exp(—13000/T)
C §=0,210"*03exp(—13000/T)

Datos para la Ley de Fluencia estacionaria:

t = [horas]

T=[K]

o =[MPa]

Tabla 5.1.

1

Ejercicio 5.2

Se tiene una tuberia de 80 cm de radio y 5 mm de espesor, que se encuentra sometida a una pre-
sién interna de 1 MPa y por la que se transporta un fluido a 300 2C. El acero utilizado en la
fabricacién presenta una Ley de fluencia estacionaria dada por la siguiente expresion:
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Ejercicio 5.3

Por una tuberia de pared delgada, cuyas dimensiones se indican en la figura adjunta, circula un
gas a presion de 40 MPa y 600 2C de temperatura. Por requerimientos de disefio el incremento
debido a fluencia de su radio no debe superar los 6 mm en un periodo de 2 afios. Transcurrido un
afio, se detecta que con las condiciones de servicio indicadas anteriormente, no se puede cumplir
este objetivo.

Calcular la presién a la que deberia circular el gas durante el segundo afio en servicio, para poder
cumplir el requerimiento de disefio.

Nota: considerar tubo de pared delgada.

) —16000 .
Datos: Ley de fluencia estacionaria del material: & = 0.02 5° exp(Tj ,donde £ viene dado

en [horas™], o en [kp/mm?]y T en [°K].

/

e=0,02m
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SOLUCIONES DE ALGUNOS DE LOS EJERCICIOS PRO-
PUESTOS

Tema 1 - Ejercicios de repaso de conceptos basicos

Ejercicio 1.3

La “Resistencia a la Traccion” es el valor de tensidén ingenieril calculado justo en la condicion de carga
maxima. Es decir, corresponde al “punto mas alto” en la curva de tension ingenieril S vs deformacion
e, tal como se aprecia en la siguiente figura

S A
Smax """""""

‘e

Por definicidn de tension verdadera, se tiene: F=cA (1)

Condicién de carga maxima: dF=0=Adoc +c dA
do dA

Por lo tanto: —=—— (2)
o A

Si se admite que en la zona plastica hay conservacion de volumen, se tiene:

AL=cte. = d(AL)=AdL+LdA=0

dL dA
Por lo tanto: _— = —— (3)
L A
do dL
De (2) y (3) se deduce que: 7 = T = d¢ (4)
. . do
Por lo tanto, la condicion de carga maxima es: — =0 (5)
de

= ji Corresponde al punto en el que la pendiente de la curva 6—¢ coincide con ¢ !!
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transversal] supera [al incremento en la capacidad resistente del material asociado al endurecimiento
de dicho material por deformacidn plastica].

Tema 1 - Problemas bdasicos sobre plasticidad 1-D

Ejercicio 1.4

Un modelo de endurecimiento del tipo o= Ke" se conoce como “Ley de Holomon” y es aplicable en
régimen plastico, cuando se verifican las siguientes dos condiciones:

Primera: experimentalmente, el material muestra una “transicion suave” entre la region elasticay la
regién elasto-pldstica, sin que se aprecie, por tanto, un “limite eldstico bien definido” en la
curva tension-deformacion del material.

Segunda: que la deformacion eldstica es “despreciable” frente a la deformacion pldstica y, por lo
tanto, la deformacidn total es practicamente igual a la deformacidn pldstica.

Para la Ley de Holomon (o= Kg"), la condicidn de carga maxima (expresada en el Ejercicio 1.3) es la
siguiente:

do n-1 n n

—=Kng"=0=Kg" = &=n = o=Kn

de
Recordando que 0 = Su (1+ 9), yque & = In(1+ e), la Resistencia a Traccion S, para un material que
obedece a la Ley de Holomon es:

Kn"
S, =——
exp(n)
450 -0.25°%

exp(0.25)

Nota: para conocer mas detalles de la Ley de Hollomon, asi como sobre otras leyes empiricas de
endurecimiento por deformacidn pldstica, consultar la solucion al ejercicio 3.7.

Para K =450 MPay n = 0.25, se tiene: S, = = 247.8MPa

Ejercicio 1.10

En el instante de plastificacién inicial de las barras, el valor de la deformacién sera el correspon-
diente al limite elastico inicial del material, tal y como se puede observar en la Tabla 1
proporcionada en el enunciado. Por lo tanto:

. _ Oy 320

€= _—')nnnnn=0'0016
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l(u) — 1,
lo

e(u) =
donde la longitud inicial de cada barra sera: [, = 500 mm, obtenida mediante el teorema de Pita-
goras; y la longitud actual de cada barra, obtenida segtin la misma metodologia, vendra definida

por:

I(w) = /3002 + (400 + u)?

I(w) = /250000 + 800u + u?

Finalmente, la deformacién en cada barra vendra dada por:

_lw-ly _ 800 uz
() = b \/1 + 250000 % 250000 1 (1)

Nota: Por construccidn geométrica, la deformacién es siempre igual en ambas barras.

El desplazamiento u en el instante de plastificacion inicial de cada una de las barras se calculara
particularizando la expresion (1) para los valores de &} y €3 obtenidos anteriormente.

Asi, parala barra 1:

800 (u})?
1y _ 1 _ vyl A _
e(uy) = ¢4 = 0.0016 = \]1 + 520000 uy + 520000 1
(@l)” + 800w} — 800.64 = 0
obteniéndose dos soluciones, una de las cuales carece de sentido fisico:
ul = { +1mm
—801-mm
Para la barra 2:
800 (u?)?
2\ _ o2 _ 2 A _
e(uy) = €5 =0.0020 = \]1 + 520000 “A + 520000 1

242 2 _
(uy) +800uy —1001=0
obteniéndose dos soluciones, una de las cuales carece de sentido fisico:

1 _ ( +1.25mm
Ua = {—891—25—1%

El esfuerzo axil P en cada barra se obtiene del producto area x tension, mientras que la tension se
obtiene de la deformacion, puesto que la solicitacion mecanica es monétonamente creciente.

Esfuerzo axil en barra 1:

A E-e(u) siu<u; =1mm

P:P =A- =
1= P =40 {Al-{320+T-[e(u)—0.0016]} siu=u}=1mm
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800 22

350000 2 T 250000 L= 0003203

e(u=2mm) = \/1+

P} = P, (u = 2mm) = 150 - {320 + 80000 - [0.003203 — 0.0016]} = 67234 N = 67.2 kN

Esfuerzo axil en barra 2:

CE- ; 2 _
Po =P =4;0, = {jj : {E40i)(i)T- [e(w) — 0.0020]} ZZ i Z% - 12? :ﬁﬁ
En el instante de plastificacion inicial:
P? = P,(u = u% = 1.25 mm) = 100 mm? - 200000 MPa - 0.002 = 40000 N = 40 kN
mientras que en el instante en que u = 2 mm:
g(u=2mm) = 0.003203

Pz = P,(u = 2mm) = 100 - {400 + 80000 - [0.003203 — 0.002]} = 49623 N = 49.6 kN
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Tema 2 - Ecuaciones de la Mecanica de Sélidos

Ejercicio 2.1

Se estudia en primer lugar el determinante de la matriz Jacobiana:

1 -t 0
Jo=F=|t 1 0| = det(F)=1+t>>0
-t 0 1

= El Movimiento es fisicamente posible.
Adema3s, las ecuaciones de movimiento son invertibles.

Se puede demostrar facilmente que:

_x+tyt
x=X-Yt C1+¢2
y=Xt+Y e A

1+ t?
z=7Z—Xt X+ yt
Z=Z_(1+t2)

Con esto, la descripcion espacial de la evolucion temporal de la densidad del material se obtiene a
partir de la descripcién material, simplemente sustituyendo en ella las_ecuaciones de movimiento

inversas:

X+Y+2Z
1+ t2

)+ () + (- ()Y

1+ t2

p= E(X,Y,Z,t) = Po +

= Po

x+(1+t+tDy+Q+tDz
“hot (1+t2)? = byt

Esta es la descripcidn espacial de la evolucién de la densidad p.

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

84

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Tema 3 - Introduccién a Plasticidad

Ejercicio 3.4

El estado tensional en el cilindro se puede representar en coordenadas cilindricas r,0,z. del si-
guiente modo:

g 0 O
o = Og 0
sim a,

Nétese que las componentes de cortadura son nulas porque no hay friccién en el contacto entre
cilindro y tapa. Por tanto o,, gy y g, son tensiones principales.

En régimen elastico, se puede usar la formula de tubos (de la Resistencia de Materiales) para gy:
radio D

Oy = pPp———=pP—

espesor 2t
Para la tension axial g, debe considerarse que no hay, a priori, ninguna restriccién de movimiento
vertical para la tapa superior, mas que aquella ejercida por las fuerzas asociadas a la presion inte-

rior y a las fuerzas de contacto entre tapa y cilindro.

Tomando en cuenta que la presién interior es la misma en las dos cavidades (pues éstas estan
conectadas), la tension axial se puede calcular mediante equilibrio de fuerzas verticales:

AP
I I f: fuerza de contacto entre tapay cilindro. La
. asumimos positiva en la direccién de la fi- |
f i gura (es decir, cilindro a compresién)
AP Esta fuerza estd distribuida uniforme-

mente en el perimetro de contacto

AP+ f—AP=0 = f=(4y—A)P=(Q—-1)AP
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0 enlapared exterior de cil.
oy =
P enlapared interior del cil.
Para efectos de calcular la tension equivalente de von Mises (y también para la tension del criterio

de Tresca), es evidente que el peor caso para g, corresponde a g, = P. Por otra parte, teniendo en
cuenta que D >>> , se tiene que:

D (A—-1)D
(of :PE >>>P =g, y,porotrolado, |0, =TP >>> P = o,
Es decir: o, esdespreciable,en valor absoluto, frentea oag y frentea o,

No se cometera error apreciable en el calculo de la tension de von Mises (o en el crite-
rio de Tresca) si se aproxima

g.~0

cuando D >>> t.

Finalmente, el estado tensional en el cilindro se puede representar como:

oo 0 0 0 0 0 D
o= ogg 0]= [ 1 0 Z P
sim o, sim 1-21/2
Obtenidas las componentes del tensor g, ya se puede aplicar Tresca:
1 . Oy
El max(Ur' Oy, Uz) - mln(Urv Oy, Uz) | < Terit = 7
. - . Lfy_ QDD oy
Dado que gy > 0, = 0 > g, se tiene que: 5 {1 5 }ZtP =
Enl dicién critica de igualdad P
n la condicién critica de igualdad: “a+DD Oy
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Ejercicio 3.7

Las tres leyes de endurecimiento mencionadas en este ejercicio son expresiones usadas frecuen-
temente para aproximar la curva de endurecimiento medida experimentalmente, en el caso de
materiales elasto-plasticos que experimentan endurecimiento isétropo.

En lo que sigue, se asume que el criterio de plastificacién es von Mises y que ¢ y € representan una
solicitacién mecanica uniaxial mondétonamente creciente.

El motivo por el que en este ejercicio se pregunta por las derivadas de las funciones de endureci-
miento H'y F’ es que estas derivadas participan en las expresiones de la Teoria Incremental de la
Plasticidad dentro de un denominador, por lo que es de interés saber si estas derivadas se anulan
o si presentan algun tipo de singularidad.

e Estudio dela LEY de HOLLOMON:

Para H, basta con asimilar ¢ = gy y P! - ", de modo que:
oy = H(EP) = K(2°)" (1)

Para F, es necesario integrar. Asumiendo tensién uniaxial, resulta:

K
WP = f odeP = f oydz” = f K(eP)rdeP = n—Jrl(?”)"*1

1
De donde: = {(n + 1)WP}(n+1) @)
K
Sustituyendo (2) en (1): oy = FOWP) = K {(n + ;)Wp}(m) )

Derivadas de Fy H en el origen, considerando que 0 <n <1:

iz . « . . ) d o n-1 nkK
-- Hip6tesis de “strain hardening”: TZ =H'(&?) =nK(eP!) =—7=
“ CO)
s &P dO'y
.. Si éP = 0 entonces i i
&
iii Pendiente de la curva de endurecimiento no esta definida en é¥ = 0 !!!

dO'Y
awp

K }(m)

=F'wp) = n{(n+1)W1’

-- Hipétesis de “work hardening”:

. . d
. Aligual que antes, si WP = 0 entonces ﬁ - +oo

iii Pendiente de la curva de endurecimiento no esta definida en WP = 0 !

Comentario sobre la Ley de Hollomon:
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Para valores mas altos de tension, sin embargo, 1a deformacion plastica predicha por Hollomon se
hace progresivamente mas alta, hasta hacerse mucho mayor que la elastica.

Por dltimo, si el exponente de endurecimiento n es n = 0, entonces es evidente, de (1), que el limite
elastico es constante e igual a K (independiente de la deformacion plastica) y se dice, por tanto,
que el material es perfectamente pldstico (es decir, no endurece por deformacion).

Todo lo anterior se aprecia en la siguiente figura:

5 7 /) i_¢ 7 [ g
hé/,//ﬁif_l:— o4 L;‘/\\ ) e = J v -
| /]
~ (i
A
\ A A
/ | N/ A
1 : \
/ g | '}
4 /,// ’_174: E
O . "0
i
"
v,
/.
s
/
/4
i >
1

n

e Estudio de la LEY de LUDWIK:

Para H, basta con asimilar ¢ = gy y P! = &, de modo que:
oy =H(E) = A+ k()" (4)
Para F, es necesario integrar. Asumiendo tensién uniaxial, resulta:
=D =P nygsP =P K pyn+1
WP = | ade” = | oyde” = | [A+ K(eP)"]de" = At +n—+1(£ ) (5)

A diferencia del caso anterior, en Liidwik no podemos despejar € en funcién de W?. No podemos,
por tanto, introducir esto en (4), tal como habiamos hecho antes con Hollomon para expresar la
funciéon oy = F(WP).
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dO'Y ) (= _ _p\n—1 _ nkK
E =H (Ep) = TLK(Sp) = (Ep)—l_n (6)

. do
~. Si &P = 0 entonces d—g;{ — +0o0

iii Pendiente de la curva de endurecimiento no esta definida en &P = 0 !!!

-- Hipétesis de “work hardening”:  Aunque, como ya se ha indicado, no puede obtenerse una fun-
cion explicita para F en la funcion oy = F(WP), si es posible
obtener su derivada utilizando la “regla de la cadena”.

doy doy de’ () de?

= = £
dwpr  geP dwp dW?p

F'(WP) =

A - : : as’ .
El término H’(ep) ya se ha determinado en (6), mientras que d_vT/P puede determinarse tomando
derivadas con respecto a WP a ambos lados de (5), de lo que se obtiene:

doy nkK 1

Flwry =~ -
e (@) " a+kE@)')
' D dO'Y nkK
Finalmente, tomando en cuenta (4), queda: F'(wP) = dwp — (_p)l_n (7)
Oy \ €

Comentario sobre la Ley de Liidwik:

En esta ley se tiene que € = 0 sélo cuando ¢ = oy = A. En realidad, la expresién (4), debe ser
interpretada como:

(A sie <
O-Y:!

LA +K@E)" siex Z

N W

Por tanto, en un ensayo controlado en deformacién en el que la deformacién es monétonamente
creciente, el modelo empirico de Liidwik predice la formacién de deformacion plastica solamente
a partir de un cierto valor de deformacién, dado por A/E.

Es por esto que puede decirse que en la ley de Liidwik, si hay un limite eldstico inicial bien defi-
nido, correspondiente a una tension A.

Al igual que en Hollomon, el material es perfectamente pldstico paran = 0.

Todo lo anterior puede apreciarse en la figura siguiente:
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e Estudio dela LEY de RAMBERG-0SGOOD:

En este caso, el modelo proporciona deformacién en funcion de la tension. Sin embargo, en la ex-
presion basica dada en el enunciado para este modelo, se puede reconocer la descomposicién
aditiva clasica de la deformacién para el caso uni-axial:

o o\" . !
e=—+a(—> =¢e® +¢€P
E Ot

Para hallar H, basta con asimilar, tal como antes, ¢ = gy y €P! - €. Asi, es directo verificar que:

1

N GAk 8)
oy = H(&P) Gt<a>

n+1
: (%)
n n [P\ "

Para hallar F, hay que integrarW? = [ odé? = [ aydéP = [ o, (%)n dsP = aat—(—)

n+l\a
(52)

De donde % = (nTHg) que, sustituyendo en (8), resulta en:
t
Oy = F(Wp) = O¢ < —> (9)
n ao;

Derivadas de Fy H en el origen, considerando que n > 1:
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. . do
.. Aligual que antes, si WP = 0 entonces ﬁ — 00

iii Pendiente de la curva de endurecimiento no esta definida en W? = (0 1!

Comentario sobre la Ley de Ramberg-Osgood:

En esta ley se tiene que &P = 0 s6lo cuando ¢ = oy = 0. De la expresion (8), si ¢ # 0 entonces,
necesariamente &P # 0 incluso si ¢ es muy pequefio:

El modelo empirico de Ramberg-Osgood predice la formacién de deformacién plastica incluso
para valores muy pequefios de tension, aunque en la practica, para valores pequeios de tension,
la deformacidn plastica, aunque no-nula, es mucho menor que la elastica.

Es por esto que puede decirse que, al igual que ocurria en laley de Hollomon, en la ley de Ramberg-
Osgood no hay un limite eldstico inicial bien definido.

Ahora bien, en muchos casos, la Ley de Ramberg-Osgood es adecuada para describir el endureci-
miento de materiales que muestran un codo suave de inicio de plastificacidn. En tales casos, es
conveniente fijar para e, el valor convencional del 0,2% (o = 0,002)

Larazdn es que, observando la expresion (8), es evidente que e es el valor de deformacidn plastica
justo en el instante en el que la tensién o alcanza el valor del pardmetro o,. Es por esto que el
parametro o, puede interpretarse como el limite eldstico convencional a la deformacién plds-
tica a.

Para valores progresivamente mas altos de tension, la deformaci6n plastica predicha por Ram-
berg-Osgood se hace progresivamente mas alta, hasta hacerse, eventualmente, mucho mayor que
la deformacién elastica (al igual que ocurria antes en Hollomon).

Por ultimo, a diferencia de los dos modelos anteriores, Ramberg-Osgood no puede describir exac-
tamente un material perfectamente pldstico. Aunque se requiere de n — +oo para que este
modelo reproduzca plasticidad perfecta, valores muy altos (50, 100, etc.) del exponente de endu-
recimiento pueden aproximar este comportamiento razonablemente bien.

Lo anterior puede observarse en la figura siguiente:
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Ejercicio 3.9

0 0
e Tensor de tensiones en cortadura pura: o;=|r 00
0 00
0z O
Puesto que tI’(G) =0; =0, ocurre que toda la tensién es desviadora: S =0y =|7 0 O
0 0O
0 7/2 0
e Tensor de deformaciones en cortadura pura: & = y/2 0 0
0 0 O
0 y/2 0
Puesto que tr(8)= £" =0, toda la deformacién es desviadora: & =& = y/2 0 0
0 0 O

e Descomposicion aditiva de la deformacién en sus componentes elastica y plastica:

0 y/20) (0 »/20)(0 /20
gi=eg+el o |7/2 0 0l=yf2 0 0l+y"/2 0 0
0 0 O 0 0O O 0 0 0

Donde la componente elds. se relaciona con la tension mediante la Ley de Hooke:
7 =1/G

e Tension equivalente y la deformacion plastica equivalente:

q= gsijsij —J3.7= o, (debido al criterio de von Mises)

2
= &= (suponiendo y* > 0)

2 2
_ 2 2 |(dyP dy® dy
dzP = [SdePdel = |S.0| 2| 4| 2| L =222
FNET M(ZHZ]}@ 7

e Sustituyendo en la funcién de endurecimiento sefialada en el enunciado, y que fue obtenida a

p_lp

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

92

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Gy-t
J3-r=0 +A-[ 4 j
YO \/§G

Por tanto, la curva tension - deformacidn en cortadura pura queda gobernada por las siguientes
2 expresiones (que se representan en la figura):

V3-G GA
T = Oyy + 4
3G+ A4 3G+ A4
NSt/

CTE, CTE,

CTE; -

(en la rama elasto-plastica)

=Gy

(en la rama inicial elastica)

Ejercicio 3.12

DEFINICIONES PREVIAS:
Recordando que Ry, = 300 mm, se definen:

Ry = radio del tubo cuando P = P*
AR = variacion del radio cuando P crece de P = 0 hasta P = P*
= R1 - RO

AR, = variacién total del radio cuando P ha crecido hasta P = 1,01 P*

=Ry — R

PASQ 1.: establecer el estado tensional en términos de P (la presion interior del tubo).

En régimen elastico se puede usar la férmula de tubos, de la Resistencia de Materiales, por tanto:
Trg =Tgz =Tz, =0 ; o09g=—P=30P ; o.=-P ; o0,=?
e

Como |o,| = |P| < |ag| = 30]|P|, es posible aproximar ¢, ~ 0 sin cometer gran error en la expre-
sion de von Mises.

Para determinar o, se recurrird a la Teoria de Elasticidad: como la longitud no cambia (extremos
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De lo anterior se deduce que las direcciones radial, tangencial y axial son direcciones principales,

por lo que:
0-1:30P ; 0-2:9P N 0-3:0
La presién hidrostatica es: p=-5=-— § (30P + 9P) = —13P
El tensor desviador es:
0 0 0 1 0 0 -13 0 0
s=0+pé=|0 30P O0|+(=13P)|0 1 Of|=| 0 17 0 |P
0O 0 9P 0 0 1 0 0 —4

La tension equivalente de von Mises se puede calcular usando cualquiera de las formulas del
formulario (ver apartado 3.3, pagina 32). Por ejemplo:

3

q= \/Esijsij = \/; [(=13)2 + (17)? + (=4)?] (- P = 26,66 P

PASOQ 2.: establecer el valor de P* (la presion interior del tubo en el instante de plastificacion
inicial).
Cuando la presion interior P alcanza el valor P = P*, se satisface el criterio de plastificacion:
q = oy = 400 MPa = 26,66 P* = P*=15MPa

En este instante en que P* = 15 MPa, se tiene que @, p y s valen, respectivamente:

0 o0 0 —-195 0 0
c=|0 450 O [MPa ; p=-195MPa ; s=| 0 255 0 [(MPa
0 0 135 0 0 -60

PASOQ 3.: establecer la variacion del radio del tubo entre el estado inicial descargado (con P = 0)
y el instante de plastificacion inicial en que P = P* = 15 MPa.

Recordamos que &g se define como:

variacion del perimetro del tubo  2m(Ry + AR;) — 2mR, AR,
= perimetro inicial - 2nR, - Ry
En el instante de plastificacion inicial, atin es valida la Ley de Hooke, por lo que la deformacién en
el sentido tangencial (o circunferencial) es:
Og V 27,315 MPa AR

= (o to) = 2~ _195.1073 =—*
¢ = ~ g T %) = 370000 MPa R,

= AR, =1,951073-R, = 0,59 mm
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gruevo =2 — yano puede obtenerse de la Teoria de la Elasticidad con €, = 0, pues para P >

P* hay deformacion plastica y la Ley de Hooke ya no es suficiente.

Porlo tanto: ¢)*¢¥° =g, + Ao, = 135 + Ao, ,con Ag, por determinar.

Como existe una restriccion cinematica que condiciona una de las deformaciones (en
este caso, g, = 0), es evidente que NO todas las componentes del tensor de tensiones cam-
bian en la misma proporcion:

= Lasolicitacion mecanica NO es de tipo “carga proporcional”.

= Queda descartado el uso de la Teoria Total de la Plasticidad para el subsi-
guiente estudio de las deformaciones, debiendo recurrirse
obligatoriamente a la Teoria Incremental.

Asi, en la nueva condicion:
0 0 0

454,54+ 135+ A A
o™evo = |0 454,5 0 MPa ; pm™evo =— % = 1965 — —~
0 0 135+Aq, 3 3
De estos valores, el nuevo tensor desviador queda:

i Ao,

- (196,5 + 3 ) 0 0
snuevo — gnuevo 4 pnuev05 — 0 258 — Aa, 0

3
2
0 0 —-61,5+ §AO’Z

La nueva tension de von Mises es:

2 2

grueve = 55..5.. -3 (1965 +AGZ) + (258 —AJZ)
2 2l 2 ’ 3 3

=A+B Ac, + C - (Ad,)?

2 2
+ (—61,5 + §AJZ) ]

Donde: A = 157856,18 [MPa]?
B =-184,5 [MPa]

c=1 [adimensinal]

Variaciones entre los estados P = P*y P = 1,01 P™:

niena [ = . Ad\ o Ag
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Aoy,
I[— (15+2Z) o0 0 1|
° AS:Snuevo_szl 0 3_% 0 l
| o 0 —15+:Aq]

PASO 5.: célculo de las constantes eldsticas que seran necesarias mas adelante (mo6dulo de com-
presibilidad K y médulo de cortadura G).

K = 175000 MPa ; G = 80769,2 MPa

~3(1-2v) “2(1+v)

PASOQ 6.: analisis del incremento de deformacién en el paso desde P = P* hasta P = 1,01 P*.

e Todala variaciéon de volumen es elastica:

vol__l _ . -6 AGZ
= Ae™'=——Ap=571-10"°15+—

e DelaLey de Endurecimiento y del Criterio de von Mises:

q = 650 (E”l)o’25 =H(z) = % = ' (") = 1625 (57’”)_0'75 =162,5 (6%)

-3

“«_n

e Dela Teoria Incremental de la Plasticidad, aplicada a la componente “z”, se tiene:

A 1A vol + ASZ + 3 Aq
E, = — A& —_— P ————— )
z 3 2G 2 q H’(Epl) z
5,71 1076 Ao, 2 3 {\/A +B-Ag, + C- (Ad,)? — 400}
- —{1,5 + } +6,19-107 {_1,5 + —Aaz} += — (—60)
3 3 3 2 400
400 - 162,5 (@)

Nota: debe observarse que las cantidades totales o instantdneas (q, s, ¥ Epl) se han evaluado, por
sencillez, en el estado P = P* yno en el estado P = 1,01 - P*.

En otras palabras, se ha usado un método explicito en lugar de uno implicito (para mas de-
talles sobre esto, ver apartado 3.7, paginas 37-38).

De la expresion anterior para Ae, en conjunto con la condicién Ae, = 0 (extremos empotrados),
al ordenar términos y factorizar adecuadamente se obtiene una ecuacién de 22 grado en incognita
Aoy, la cual puede resolverse para obtener 2 soluciones:

Sol.1: Ao, = 184,3 MPa ; Sol. 2: Ao, = —11,5 MPa

Sélo UNA de ellas tiene sentido fisico, ;cual?
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La solucién 1 NO tiene sentido fisico, puesto que, segun ella, a un incremento de la presidon
interior desde P* hasta 1,01P*, corresponderia un decremento en la tensién equivalente de
von Mises !!!

= Lasolucién correctaesla2: Ao, =-11,5MPa

En este caso: Aqg = 0,2 MPa > 0 = estamos en condicién de carga.

e Dela Teoria Incremental de la Plasticidad, aplicada ahora a la componente “8”, se tiene:

A 1A vol N ASQ n 3 Aq
Eg = —Ag —_— ——_ng
3 2G 20 (gp )
5711076 3 0,2
=27 350 + 619-107%{-92} + = {255}
3 400
400 - 162,5 (650)
—2,218-107*

e Actualizacién de la deformacién circunferencial g4 al estado P = 1,01 - P*:
g’ = €9+ Agg = 1,95 - 1073 +2,218-107%*=2,17-1073

donde debe recordarse que g5 = 1,95 - 1073 era la deformacién que se habia alcanzado justo
en el instante de plastificacion inicial, cuando P = P* (consultar el PASO 3).

e Finalmente, se obtiene la variacién TOTAL del radio del tubo cuando P = 1,01 - P*:

., ; _ Yy
gguevo _ variacién total del perimetro hasta P = 1,01 - P

perimetro inicial
_ 2m(Ry + AR;) — 21R,
B 2nR,

AR
=—2-2218-10"*
Ry

= AR, = " -Ry = 0,65mm

Comentario didactico:

Como la medida de deformacién que se esta usando es la deformacion ingenieril, debemos
tener presente que los valores actuales (o instanténeos) de deformacion total siempre de-

hon actar rafaridnc a1 lanaitud inicial (an nuiactra caca D
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Ejercicio 3.15
Parte (a)

En este caso hay un esfuerzo axil de compresién P y un momento torsor M = 0,12P. Por tanto, el
tensor de tensiones tiene la forma siguiente:

P _ M _ 0,12P
2nRe ' t= 2mR?%e  2mRZ?e

o Org O 0 T 0

o= og O0f= ! 0 0] donde o, =
sim o, sim o,

Noteseque: P<0 = o0,<0,7t<0

La presidn hidrostatica, la tensién desviadora y la tensién de von Mises son:

0 P
P= 737 "6nRe
—0,/3 T 0 p -1/3 0,12/R 0
s=0+p . o,/ wRe| 1/3 0
sim 20,/3 sim 2/3

3 P 0,0432
q= Esijsij = \/O'ZZ + 312 = >7Re 1 +T

Esta claro que la solicitaciéon mecanica es de tipo “carga proporcional”, porque todas las cantidades
tensionales quedan controladas por el factor escalar P.

En la condicidn de plastificacion inicial, se tiene (parae = 12 mmy R = 300 mm):

kg 2nRe - 240
q=o0y =2400— ~ 240 MPa = P=P" =——————=—5429kN =—-5429Ton
cm 0,0432

Parte (b)

Si A > 0es el “acortamiento” del pilar y 6 es el angulo de torsidn (en radianes), entonces:

OR

g=—7<0 ;5 ¥yl =06R con yg=2e9 > =57

L
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poCr 0 __Cro

Sr Se Sz Sre

De la tltima de estas igualdades, se deduce que:
A 6R Rs

—— = =5 A=--"29=C9 C=-25-10° d
Ls, 2Lt 27T con [mm/rad]

Se observa que 6 debe ser 8 < 0, puesto que A > 0 es un “acortamiento”.
Parte (c)

Sea P** = 1,1 - P*. Como hay carga proporcional, todas las componentes del tensor de tensiones
se “escalan” en un 10%.

q” =11-240 = 265 MPa

Para tensiones superiores al limite elastico, la deformacion plastica equivalente se determina de

la curva de endurecimiento. Por otro lado, como se ha despreciado la deformacion elastica, resulta

que la “deformacion desviadora equivalente” e que se utiliza en la teoria total coincide con la “de-

formacidn pldstica equivalente” ¥ = H=1(oy), que se puede escribir en términos de la tensién de

von Mises como:

q — 240
1600

Por tanto: q* =265MPa = e =0,0156

=P

=e= cuando g se expresa en MPa

Si se recuerda las ecuaciones de Hencky:

l/}_er_ee_ez_ere
________F

Sr Se Sz Sre
de la segunda de las cuatro igualdades, junto a1 hecho de que s, = sy, se deduce:
ey = €p

Por esto, el tensor de deformaciones es de la forma:

sim e,
Como este tensor es “desviador” (esto es, tiene traza nula), necesariamente debe ocurrir que:
1
e =eg=—=¢,

2

De la definicidn de deformacion desviadora equivalente” e, se tiene:

2 L4, A\* 4 (OR\?
7= [zegey == |et 4z = |(7) +3(3p) =00156

Recordando que A = C 6, se obtiene:

o oa - ooa -
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Ejercicio 3.19

PARTE (1)
Se pide demostrar que g, = 0,(X) = k (a—iL - %), sabiendo que las fuerzas de volumen estan da-
das por f = — %i’, donde 7 es un vector unitario que apunta en la direccion positiva del eje X y

donde,ademds:a <X <a+L y k=cte=0

Las ecuaciones de equilibrio interno para este caso estatico en el que no hay aceleraciones, son las
siguientes (consultar apuntes de clases del Tema 2 para mas detalles):

Vio+f=0
Particularizando esta ecuacién diferencial vectorial al eje X, se tiene:
doy, k . .
9% X2 0 sujeta ala Condiciéon de Contorno o,(a+L) =0

puesto que en X = a + L hay una superficie libre.

Integrando, surge una constante C, cuyo valor se obtendra de la Condicién de Contorno:

k
O'x(X) = —§+C

Donde:

k k
+L)=0=—-——+C = (=
ox(a+1) a+L a+L
Sustituyendo C en la solucién anterior para o, (X) y ordenando términos, se obtiene:

o,(X)=k (m - }) que era lo que se queria demostrar !

PARTE (2)
e Condicion de contacto sin friccion = Ty, = Ty, =Ty, =0
e Movimiento sin restriccibonenZ =0, =0

e Ley de Hooke para estado elastico + condicion €, = 0:

gy Vv 1 1
SJ’:F_E(G’C-l_GZ):O:ayzvgx=Vk<a+L_})
Por tanto:
1 0 0 1 11 00
omal v ol v o
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PARTE (3)

e Tension hidrostatica:

1 1+v) kE(l+v)( 1 1
PEm30u= "3 %= "3 {a+L X} P(X) (2)
e Tensor de tensiones desviadoras:
+51[2_v201 0 k{l 1}2_1/201 0
S=0 PO = =0y vV — = — _— Vv — 3
3 sim -1+v) 3la+l X sim -1+v) (3)
e Tension eq. de von Mises:
q= ’ sijsij = kyvi—v+1 ﬁ_}
Nota: el valor absoluto es necesario ya que, en general: Va?Z =|a| vaeR
En nuestro caso, se observa queﬁ—% <0 VXE]laa+L] porloque:
= ky/v? +1{1 ! }—089k{ ! }=a00
T=IVVE TV T Y e+ L X a+L) 1 (4)

Se observa que la funcién q = q(X) es decreciente desde un valor positivo en X = a hasta un
valor nulo en X = a + L. Por tanto, la posicién de la placa mas solicitada desde el punto de vista
de la tensién de von Miseses X = a

PARTE (4)
En el instante de plastificacion inicial y en la posicion X = a, se tiene que:

a(a+ L)

1 1
q=q =08k {o- gt = = K =T

P gy = 134.8 0y = 40449.4 [MPa - mm]

PARTE (5)

Como el material aun es elastico en el instante en que k = k*, 1a variacion del espesor se puede
obtener de la Ley de Hooke:

o7 v(l+ v)k*{ 1

1
&=F "% (ax +o0,)=— E ——} =0.00173

a+l a

Porlo tanto: Ae =e¢;:¢, = 0.086 mm

DADTE A}

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

101

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



o g4 =gy + Ao, =1.020, = Ao, =0.020y
Esto es asi porque la componente o, depende de la fuerza de volumen f, hecho que no cambia
cuando el material plastifica.

e 04" =0y + Ao, donde, por ahora, debe considerarse a Ag,, como una incognita.

o gUYO =gX = pues la condicién de movimiento libre en direccién Z no ha cambiado.

Es evidente que NO todas las componentes del tensor de tensiones se incrementan en 2%:
= Lasolicitacién mecanica NO es de tipo “carga proporcional”. Es decir:

o"ueve + 102 o

= Queda descartado el uso de la Teoria Total de la Plasticidad para el subsi-
guiente estudio de las deformaciones, debiendo recurrirse
obligatoriamente a la Teoria Incremental.

Como consecuencia de lo anterior, los incrementos de todas las variables relevantes para la Teo-
ria Incremental quedaran expresados en funcion de Ag,, como se muestra a continuacion:

Incremento en la tension hidrostadtica:
1 1 .
Ap = —§{A0x + Agy, + 0} = —5{0.02 oy + Aoy} (5)

Incremento en el tensor de tensiones desviadoras:

Ao, 0 0 1 0 0
As =Aoc+Ap S = Aoy, 0+ Ap 1 0]
sim 0 sim 1
 [0:04 05 = Ay 0 0 (6)
= 3 —0.02 oy + 240, 0
sim —0.02 oy — Aoy,
Nuevo valor del tensor desviador:
STUEVO = §* + As
" 07{2.04 — v} — Ao, 0 0
== {2 v — 1.02} + 240, 0 (7)
sim —0,{1.02 + v} — Ag,,

Nuevo valor de la tension de von Mises:

I
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ESTRATEGIA: Para encontrar el valor hasta ahora desconocido de Ao, debemos utilizar la Teo-

ria Incremental en conjunto con alguna condicién conocida para el incremento de deformacién.
En este problema particular, se sabe que Ae,, = 0 pues todos los movimientos verticales estan
impedidos.

Por tanto:

1 1, 30
3K P26 T g ™Y T (10)

Para determinar Ao, a partir de esta expresion existen 2 alternativas:

ALTERNATIVA 1: evaluar las variables totales q,H’ y s, en el instante inicial en que k = k*
(este es el método explicito, mds sencillo aritméticamente, pero menos pre-
ciso)

ALTERNATIVA 2: evaluar las variables totales g, ' y s,, en el instante final en que k = 1.02 k*

(este es el método implicito, mas preciso, pero mds complejo; de hecho, re-
quiere iteraciones)

Se utiliza por simplicidad la ALTERNATIVA 1:

q=q =300MPa ; s,=5,=

Determinacién de H' a partir de la Ley de Endurecimiento:

(N-1)/N

oy =q=HE) =0 +AE)" = H=an@E)"" =an (1529

A
Es evidente que en el instante de plastificacion inicial k = k* ocurre que & = 0
Como se tiene que N < 1 entonces:

lim H'(2") = 4o

>0

Debido a esto:

| {Aq b= {Aq b= {Aq }=0 vager
Ell)r_r)lo quSx _Eér_{lo quSy _Ez;r_r)lo qH'SZ - Oy

Asi, en el limite en que € = 0 la Teorfa Incremental aplicada a la componente &y indica que

1 1
AEy =0= _S_KAP +§A5y +0
Reemplazando las expresiones encontradas antes para Ap y para As,,, se tiene:

3K — 2G
3K+ G
Habiendo determinado Ao, puede ahora utilizarse la Teoria Incremental para la componente &,:

1 1
—ﬁ{—o.ozdg — Aoy} + E{—O.OZG; +200,}=0 = Ao, = 0,01{ }a;; = —1,89 MPa
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Reemplazando las expresiones antes encontradas para Ap y para As,, se obtiene, ordenando tér-
minos:

0.020 (1-57)

£NUevo = (.00173 +

2G K
(1+37)
Donde:
K = =53GP ;0 G = =273 GP ; *—k*( 1 1)— 337.1 MP
T3(1-2v) T ) A S VPRI ) A e
Finalmente: gpUeY0 = (0.00173 + 0.00003 = 0.00176 = Ae = eyepcv® = 0.088 mm
PARTE (7)

De la solucion de la PARTE (3), se sabe que la tension equivalente de von Mises depende de la
posicion de acuerdo a:

(X)—089k{1 1}
P = T Y " a+L

Para X = a + L es evidente que q(a + L) = 0 sin importar el valor de k.

RESPUESTA: Por lo tanto, los puntos materiales que estan justo en la superficie libre (arista de-
recha de la placa) NUNCA podran plastificar.

Esto se puede interpretar graficamente, en un perfil que muestre la distribucién de la tension de
von Mises a lo largo de la placa en funcién del valor de k aplicado:

qA

0<k®<k*<k®<k?

0o = 300 MPa -
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Xp = {oorr + ! }_1 k> k'

= ara >
F=089k Ta+l P

Del grafico y de la expresion anterior, es evidente que la frontera de la region plastificada se mueve
hacia la derecha conforme k aumenta. Sin embargo, es un movimiento asintético, de modo que
Xr = a + L solamente si k — +oo.

Por lo tanto: NO existe k € R suficientemente grande como para que la placa esté completamente
plastificada.

INFORMACION ADICIONAL (OPTATIVO, ya que no se pregunta esto en el enunciado)

Volvamos a considerar la PARTE 6. En ella se estableci6 que, debido a que las cantidades instan-
taneas g, H' y s, se evaluaron al principio del incremento, se produjo el siguiente hecho:

. (Aq . (Aq . (Aq
lim {—,sx} = lim {—,sy} = lim {—,sz} =0 VAo, €R
#0lqgH #oolqgH #-0lqgH

;Qué implicacién tuvo esto? Pues que, recordando las expresiones de la Teoria Incremental:

1 1 ol 1 1
A&'x:—s—KAp-FEASx-l'ASx :_3_KAP +EASX+O
1 1 o 1 1
A€y_—§Ap+%ASy+AEy =—§Ap+ﬁAsy+0
1 1 ol 1 1
A€Z=—§AP+EASZ+AEZ :—ﬁAp-FEASZ-l—O

Es decir, aunque k aument6 con respecto al estado k™ (es decir, se superd el limite elastico inicial),
el hecho es que la integracidn explicita utilizada predijo que NO hubo produccién de deformacién
plastica !!!!

Por lo tanto, el resultado de la PARTE 6 s6lo puede interpretarse como una soluciéon aproximada,
la cual sera tanto mas precisa, cuanto mas pequefio sea el incremento en k a partir de k*.

.Como podria mejorarse la estimacion? -> Usando iteraciones:

Se describira un método simplificado en el que el resultado de la integracion explicita de la PARTE
6 sera usada como punto de partida del esquema iterativo que se muestra en el siguiente recua-
dro:
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Aa,,
—y | Usando las expresiones (6) y (5), se tiene:
0.04 oy — Ao, 0 0
As = = —0.02 oy + 2A0,, 0
sim —0.02 oy — Aoy,

1 *
Ap = —5{0.02 oy + Aoy}

3
nuevo _— * . nuevo _— _ chuevo snuevo
s =s"+As ; ¢q = (35 Sij

Aq — qnuevo _ q*

nuevo 1 N

; (Hl)nueuo — AN{(Ep)Tluevo}N—l

Aq
gnuevo
qnuevo . (Hl)nuevo y

3
pl _
Aé‘y —E

v

Finalmente, usar las expresiones (5) y (6) junto a la expresién (10) de la
teoria incremental en la componente Y:

Iterar hasta que Ao, y todas las demas variables se estabilicen

Ag, = —9%{—0.020; — Aoy} + %{—0.020;; +200,}+ A =0

para corregir Ag,,:

EJEMPLO DE USO DEL ESQUEMA ITERATIVO

En el caso de este ejercicio, el incremento de 2% en k sobre k* puede considerarse pequefio y,
verdaderamente, el esquema iterativo no aporta nada ingenierilmente significativo.
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[teracion Aoy, MPa Ap , MPa q , MPa Aq , MPa H' ,MPa
1 -18,8906 28,7702 361,4485 61,4485 476202,5
2 -21,1111 29,5104 360,9083 60,9083 588612,2
3 -20,6294 29,3498 361,0244 61,0244 562316,8
4 -20,7237 29,3812 361,0016 61,0016 567378,1
5 -20,7048 29,3749 361,0061 61,0061 566361,6
6 -20,7086 29,3762 361,0052 61,0052 566564,0
7 -20,7078 29,3759 361,0054 61,0054 566523,6
8 -20,7080 29,3760 361,0054 61,0054 566531,7
9 -20,7080 29,3760 361,0054 61,0054 566530,1
10 -20,7080 29,3760 361,0054 61,0054 566530,4
11 -20,7080 29,3760 361,0054 61,0054 566530,4
12 -20,7080 29,3760 361,0054 61,0054 566530,4

Se observa que las variables se estabilizan, por lo que después de 11 iteraciones, se ha alcanzado
una estimacion a la solucidn, basada ahora en integracion implicita de la ecuacién constitutiva.

Con estos valores estabilizados, se pueden calcular todas las variables deformacionales y, en par-
ticular, Ag,, que ahora si tendrd un componente de incremento plastico:

1, 34
26T g

COMENTARIO FINAL: Hemos obtenido el nuevo estado de deformaciones a partir de un estado
inicial usando la teoria incremental junto a un método de integracién implicito, e iterativo.

1
epUEVO — g2 + Ag, = 0,00173 —

—A = ... =0,00216
3g P T

Sin embargo, ;qué hubiera pasado si el incremento hubiese sido del 23% (o mayor) en lugar del
20%?

Puede comprobarse numéricamente que, en este caso, el esquema iterativo NO se hubiese po-
dido utilizar, puesto que la raiz cuadrada que define a g hubiese tenido a un argumento
negativo!!!!

e Porlo tanto, aunque la integracién implicita mejora la solucién con respecto a la integracion
explicita, esto NO QUIERE DECIR que ella permita resolver siempre incrementos ARBITRA-
RIAMENTE grandes en la solicitacién mecanica.

¢ En muchos casos, hay que subdividir el incremento de la solicitacién mecanica en una suce-
sion de incrementos mas pequefios, cada uno de los cuales ha de resolverse mediante
iteraciones.

e Elmétodo iterativo que se describi6 en el recuadro es s6lo uno, de muchos métodos posibles
de integracion. De hecho, existen otros métodos iterativos, mas sofisticados, que convergen
mas rapidamente a la solucién para el incremento de deformaciones plasticas.
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Ejercicio 3.20

PARTE 1:
o 0 O
Para un tensor de tensiones de la forma 0 = [ 0 o 0], se tiene:
0O 0 O
1 20, — 0y 0 0
p:—g(o'x-{-o'y) ; Sijzo-ij+p6ij=§ 0 —O'x+20'y 0
0 0 —0x — Oy

De la tension desviadora, se tiene:

3 2 2
q= ESijSij:“': Oy — 0x0y + 0y

Si se tiene presente que en este ejercicio o,, es independiente de X, la derivada de q con respecto
a X usando la regla de la cadena conduce a lo siguiente:

PARTE 2:

1/2 dq 1 -1/2 do, do,
) = a=§(a§—axay+0§) (2 )

q = (0% — 0y0, + 0} T = Oy o

dq _ 1 -1 <2 dao, dcrx)

ax ~ 29 \“%ax Ty
do do

dq _1(20x g% — 0y gx

ax 2 q

que era lo que se queria demostrar.
. .. ‘o d
Zona mas solicitada: es aquella en la que q es maxima, lo que ocurre cuando ﬁ =0.

Comoqg >0 Vk > 0,setiene que:

p 120 do, o do, p p
q xdx  “vdx Ox Ox
—_— — = 2 — —
dx 2 q 0 & 200y ~gx =0
do,
(—4 (ZO'X - O'y) d_X =0

El enunciado declara que 20, — g, # 0 por lo que la expresion anterior se anula cuando:

dax_o - dax_k{Za(X> Zb(A—X)}_O
dx dx la\a) A\ A B

| ) YD S I ¢ A PR XZ b A 100
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Zona de maxima solicitacion
es la linea vertical en la coor-
denada X,,,4, = 100 mm

=

B =100 mm

A A
O OO0 0000

><V

}OOOOOO OO'{O (ONON®)

&— 100 mm —>

<—— A=150mm —>

PARTE 3:
En la zona de maxima solicitaciéon X,,,,,, = 100 mm se tiene:

100)2 0 (150 —100

2
5o o ) +60}=41,11[MPa]-k

g, = 0,(100) = k{—ZO(

oy, = 20[MPa] - k

Sustituyendo en la expresién anterior para q:

q= \/o‘,? — 0,0y + o) = 35,61[MPa] - k

Comparando con el limite elastico inicial, se obtiene:

k=k* = gq=3561[MPa]-k*= gy, =300[MPq]

= k*=842
PARTE 4:

En el instante de plastificacion inicial atin es valida la Ley de Hooke-Lamé. En la direccién z (que
es perpendicular al plano de la placa), se tiene:
Oz U Ae Ae

1)
€22 = 5~ E(ax +0,)=0- 5(41,11 + 20)k* = —0,002058 = o = S mm

De donde:
Ae = —=5-0,002058 = -0,01mm = e =ey+Ae=499mm
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Ademas, claramente el tensor de tensiones puede factorizarse del siguiente modo:

o;j = ko;; donde: * 0;; depende de la posicion, pero no de "k".
* k  nodepende de la posicidn.

Por lo tanto, la solicitacion mecanica es de tipo carga proporcional y puede, por tanto, usarse la
Teoria Total de la plasticidad.

k=105k* = q=1,050y,=315MPa (pues hay carga proporcional)

De laley de endurecimiento, se tiene:

15
q=315=0,=H(") =300+758" = &= -2 =02=H(315)
Ademas:
o, =1,05-41,11[MPa] - k* = 363,6 MPa
k=105k" = oy, = 1,05-20[MPa] - k* = 176,9 MPa
p = —180,2 MPa
1 [29x =y 0 0 1834 0 0
> 55 = 3 0 —0x + 20, 0 = [ 0 -3,2 0 MPa
0 0 —0x — 0y, 0 0 —180,2
Teoria Total:
O 38"
f2 T3 T \26 T2 |~
Reemplazando los valores G = E_ _ 28846 MPa yK = E__ — 62500 MPa se obtiene:
2(1+v) 3(1-2v)
_ 180,2 MPa +{ 1 +3 0,2 } (=180,2 MPa)
®22 = 3762500 MPa ' |2 - 28846 MPa ' 2 315 MPa o mrd
0174 — Ae  Ae
fz = TR S eg Smm

De donde, finalmente:

Ae =-5-0,174=-087mm = e, =¢;+Ae=413mm
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Tema 4 - Introduccion a Viscoelasticidad

Ejercicio 4.3
a) Ecuacion diferencial del modelo

Relaciones cinematicas:

E=¢g +¢&p (D)
€4 = €AE = €ac (2)
€p = EBE = €BcC (3)

Ecuaciones de equilibrio:

0 =04 =0p (4)
0qp =0 =0 +0y4¢ (5)
Ogp = 0 = 0gg + 0p¢ (6)

Relaciones constitutivas de cada elemento analégico:

oo = Es€p (7)
Oac = Caép (8)
opg = Epép 9)
opc = Cpép (10)

De (5), (7) y (8) se tiene:
0 = Epeq + C4ép /L[]

o= EAEA + SCAEA
1

E4 = o 11
e E,+ sCy ? (12)
De (6), (9) y (10) se tiene:
0 = Egeg + Cpép /L[]
6 = EBSB + SCBSB
_ 1
EB = = - — 5 (12)
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Donde: ao=Ea+Eg  a1=Ca+Cg
bo = EAER b1 = EaACg + EgCa b, = CaCp

Ordenando términos en (13) y tomando anti-transformada, se obtiene la ecuacién diferencial del
modelo, en la expresién (15):

[bg + sby + s%b,]e=[ay+sa;]c & Q(s)e=P(s)o /L7 ] (14)

bOE + blg + bzg - a()O- + ald- (15)

b.1) FUNCION DE FLUENCIA:
Se obtiene asumiendo tensidn constante (y de valor unitario) para £ > 0. Es decir
o(t)=1=H(t) vt=0
De acuerdo alo expresado en el apartado de “Modelos Viscoelasticos Generalizados”, se tiene que:
- P(s)1

J(s) = 56)5 = J@©) =L J(s) ] (16)

En nuestro caso, de (14) se observa que:

- _ Ay + Saq
/() = s[by + sby + s2b,] (17)
Recordando (13), es posible separar (17) en fracciones parciales, obteniendo asi (18):
i(s) = 4 1
J(s) = S[E4 +sCy]  s[Eg + sCg]
1 1 1 1 - —
J(s) = —+ —=J,(8) +/,(s)
Eay )G s[Bayg)Cs 2 (18)
S[CA-I-S] S[CB+S]

Es evidente que J(t) = L7 J(s) | = L7 jl(s) +72(s) =271 71(5) |+ 7Y jz(s) |

Asi, recurriendo a la tabla de anti-transformadas y ordenando términos, se obtiene J(t) como:

J(O) = J1(0) + Jo() = E_lA{l —exp (~E20)} + %{1 —exp(~221)) (19)
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b.2) MODULO DE RELAJACION:

De la teoria de Modelos Viscoelasticos Generalizados, se tiene: Y(s) = 3T ](s)

Recordando (17) y ordenando términos, resulta que:

?(s)_b0+sb1+szb2_ 1 by 1 ﬁ+ s by 00)
T slag+sa;]l 0 < [% a; [% a, [% a 20
0 ! o [al + S] ! [‘11 + S] ! [‘11 + S] !
Y(s) = Yi(s) + Y,() +  Yi(s)

Las transformadas inversas de Y, e Y, se obtienen directamente de tablas (ver apuntes). La trans-
formada inversa de Y3, en cambio, hay que desarrollarla un poco mas:

o Qo
? _ S b2 _ al + s a1 bz _ 1 ao b2
3 = e - - — - o=z
@+s]a1 [@+s] [@+s] a1 [@+s] ai) &
a aq a aq
Con lo cual,
b,
Y,(t) = {50:) - e (— —t)} (21)
a; a;

Combinando (21) con las transformadas inversas de Y, e Y, obtenidas de la tabla del apartado 3.9
y ordenando términos, se obtiene:

b a b a b a a
Y(t) = —0{1 —exp (——0t>} +—exp (——Ot) + —2{5(1:) —Lexp (——Ot)}
Qo a a a1 a; a; a

Y(t)—Z—+b—5()—{@—ﬁ+a°?2}exp<_%t) 22

a Ay @ aj

La funcion Y (t) puede ser un crecimiento o decrecimiento exponencial, dependiendo del signo del
coeficiente de la funcién exponencial. Este signo, a su vez, depende de los valores numéricos que
adopten los parametros constitutivos del problema Ej, Eg, Ca y Cs.

En resumen, de los apartados (b.1) y (b.2), se tiene:

@ =-{1 - e (~E20)) + {1 - em (-220)) 2
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c) Evolucion de g entre 0 < t < t; cuando ¢ = 6o = cte

La respuesta en deformaciones a una solicitacién en tensién constante es:
o] o]
e(t) =0, J(t) = 2 [1 —exp (—E—At) ] + —0[1 —exp (—E—B t)] =& (t) + &(t)
EA Ca EB Cp
&1(t) y &5(t) representan, cada una, un “crecimiento exponencial” desde “0” en t=0 hasta la apro-

ximarse asintdticamente a la solucidon que mostraria un material elastico clasico.

Se recuerda que esto también ocurria en un modelo basico formado por un tinico elemento tipo
Kelvin (ver apuntes).

() E1+E2
+
Ex  Ep

t

De la figura anterior, es evidente que la “respuesta en deformaciones” a una solicitacion meca-
nica consistente en una “tensién prescrita de valor constante” tiende, para tiempos muy largos
(t = 4+00), ala solucién que mostraria la Elasticidad Clasica si el material elastico fuese un “com-
puesto” formado por dos “materiales eldsticos dispuestos en serie”, cada uno con médulo E4 y
Eg, respectivamente. De hecho, la “rigidez equivalente” E.q, de dos materiales elasticos “en serie”
se obtiene de:

1 1 1

= — 4+ —
Eeq EA EB

En este problema, en el que hay dos elementos tipo Kelvin dispuestos “en serie”, se preserva esta
caracteristica que poseen los elementos unitarios de tipo Kelvin, consistente en la convergencia
asintotica en el tiempo hacia la solucién puramente elastica.
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Asi, la evolucion de o(t) se obtiene como:

by b by by agb
o) =g Y(t—t) =g a—‘; + a—jd(t —t) — {a—‘; - a—i + 222} exp (—Z—‘l’[t -~ tl])]
1

C . . L : b
La tension sufre un decaimiento exponencial y asintético hacia &; a—° parat — +oo.
0

Por otra parte, en el instante t = ti’, es decir, infinitesimalmente después de la transicion desde
la situacién de tension constante a la situacion de deformacién constante, se tiene:

b apb
1 oz]i%

O-(tl) = tlil}}(le(t - tl)) = 51 [a_l - a%

Es decir, en el instante de transicidn, la tensién sufre una discontinuidad con respecto al valor
que tenia antes de t=ts, que era gy,

La figura siguiente muestra los dos procesos consecutivos de fluencia para 0 < t < t;, y de rela-
jacion parat > t;

Fluencia | Relajacion
| = Sigma
0o .
b1 aobz O-(t) = 81 Y(t - tl)
E1y— — 2 (|~ """
a; aj |
bo i
& — [~ T T T T mmmoommoo oo o o oo mmm——
1 g |
Et1
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Fluencia E Relajacion
e Def.

& t--mmmmm--

e(t) = ao J(t)
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Ejercicio 4.6

En primer lugar, debemos calcular la expresién que define el desplazamiento vertical del punto C,
V¢, como si se tratara de un material elastico y lineal:

A

L

De la figura anterior, podemos definir v, como:
Ve = V1 + V2

Vcq @ esun desplazamiento debido al giro en B causado por la flexion del elemento AB, sin tener
en cuenta la flexion del elemento BC

Vo ¢ es un desplazamiento debido a la flexion de BC, sin tener en cuenta la flexion de AB

Los desplazamientos v, y v, se obtienen a partir de las expresiones de Resistencia de Materiales
proporcionadas en el enunciado. Para poder hacer uso de dichas expresiones, es necesario dividir
previamente la estructura en dos nuevas estructuras mas simples, de la siguiente manera:

B C
Mg

B -
(ﬁ c
P(D) M5

P(t)
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El

Ve =b0p— = 4

L (MBL)L
4
De la estructura 2:
_P@®-(L/4)*  P()-LP
Ve =73 F-1 192 E-1

= Uey = Vgy - C0SOp = v, (05 K1)

. —_— . L ,
Ademas, planteando el equilibrio en la estructura 2 se tiene que: Mg = P(t) +» por lo que final-
mente se puede escribir la expresion que proporciona el desplazamiento vertical del punto C, para
un material elastico, como:

13-P(t) - L3

192-E-1
Para poder aplicar la expresion anterior a materiales viscoelasticos, es necesario utilizar el Prin-
cipio de Correspondencia: E se sustituye por 1/](t), por lo que:

13P(t)L3

ve(t) = W] )

donde la funcion de Fluencia J(t), al tratarse de un material viscoelastico que sigue un comporta-
miento de tipo Maxwell, viene dada por:

Ve =V¢1 + Ve =

t) = ! + ! t
J(© =+
siendo E y c las constantes que definen al muelle y al amortiguador del modelo Maxwell respecti-

vamente.

Debido a que la carga P(t) varia con el tiempo, es necesario hacer uso del concepto de Integral
Hereditaria:

t !
dﬂ=amyﬂw+j‘w“)va—vMﬂ

o dt’

Que, particularizado para este problema, se puede escribir como:

13P(0)L3 t13L3 dP(t") o
ve® =57 /@ fﬁﬁidyfa‘”“
0
donde:
dP(t")
P(0O)=P, ; ——==
(O) o dt/

Asi, se puede escribir la evolucién temporal del desplazamiento vertical del punto C como:

1313 1 1 1 t
ve(t) = P0<—+—t>+m —t+—
1921 E ¢ E  2c
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